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III. МЕТОДЫ ИЗОБРАЖЕНИЯ 
КРИСТАЛЛИЧЕСКИХ МНОГОГРАННИКОВ. 

1. ПРОЕКЦИИ И ИХ ЗНАЧЕНИЕ. 

Рассматривая взаимоотношения различных направлений и 
плоскостей в пространстве, мы можем исследовать эти взаи¬ 
моотношения при помоіци тех иш иных измерений, имея 
непосредственно перед собой или пространственную фигуру, 
или ее изображение, связанное соответственным образом с 
данной фигурой. Однако, применение измерительных приемов 
к изображению фигуры осупі;ествимо только в том случае, 
если имеющееся изображение дает возможность впоте точно 
восстановить изображенную пространственную фигуру со все™ 
ее особенностями и взаимоотношениями ее отдельных частей. 
Этого возможно достигнуть только в том случае, если между 
данной пространственной фигурой и ее изображением суще¬ 
ствует вполне определенная связь, устанавливаемая известными 
правилами, на основании которых и получается изображение. 

Всякое изображение, связанное некоторой определенной 
зависимостью с изображаемым предметом, носит название 
проекции данного предмета. В виду того, что графическое 
решение вопросов планиметрии, т. е. таких вопросов, которые 
ограничиваются исследованием соотношений между точками, 
прямыми и кривыми линиями, принадлежащими одной и той 
же плоскости, отличается особой простотой и легкостью, 
обычно применяют проекцию предмета на плоскости, и только 
в особых случаях проектируют на некоторых кривых поверх¬ 
ностях или строят пространственную модель. 

Проектируя пространственную фигуру на плоскости, мы 
заменяем пространственные элементы другими элементами, 
находянщ™ся на некоторой произвольно избранной нам 
плоскости, причем изображающее элементы должны нахо- 
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диться В определенной, точно установленной, условной связи 
с изображаемыми пространственными элементами. Смотря по 
тому, какую преследуют дель, строя проекцию на плоскости, 
употребляются различные виды проекций. Если от изобра¬ 
жения в первую очередь 'требуется наглядность, то предметы 
проектируют так же, как об'ектив фотографической камеры 
проектирует их па светочувствительную пластинку, т. е. при¬ 
бегают к так называемому перспективному изображению, и.іи 
перспективной проекции. 

Еси ;ке желательно иметь такое изображение, в котором 
можно было бы при помощи определенных операций произ¬ 
водить те измерения, которые мы можем делать, изіея в своем 
распоряжении самый проектируемый предмет, то приходится 
применять другие виды проекций. Кроме того, мы імоліем пред’- 
лвлять к проекции еще и требование простоты связи между 
элементами изображаемого предмета и их изображениями, в 
проекции. Такая простота связи обуславливает быстрый , 
легкий переход от проекции к действительному ноло;кенф 
элементов предмета в пространстве и, наоборот, легкое по¬ 
лучение самой проекции. 



2. ПРОЕКЦИИ, ПРИМЕНЯЕМЫЕ ПРИ ИЗОБРАЖЕН! 
КРИСТА.1ІЛИЧЕСКИХ МНОГОГРАННИКОВ ИА 

п.;іоскости. 


Для изображения кристаллических многограпітков обычно 



применяются проекции, дающие изображение много грапі 
на плоскости. 


Для проектирования кристаллов наиболее употребительными 
и удобными являются следующие виды проекций: 

1) .Іипейная и гномоническая проекции. 

2) Грамма — и гномостереографические проекции. 

3) Ортогональные проекции. 

.Іинейная, гномоническая и стереографические проекции 
упо'гребляются во всех тех случаях, когда необходимо изо¬ 
бразить на плоскости только угловые величины. 

Ортогональную проекцию употребляют д.ля получения рИ' 
сунка кристалла. Так как ігри изображении кристалла на 





Проекцип, прпмеияемые при изображении кристаллических и т. д. 5 


ПЛОСКОСТИ могут преследоваться различные, заранее поста¬ 
вленные цели, в зависимости от которых и выбирают тот 
или другой вид проекции, то мы прежде всего должны дать 
себе ясный отчет в том, какую цель мы будем преследовать 
при изобраліении кристаллического многогранника на плос¬ 
кости. 

Поставим себе задачу: изобра:зить на плоскости все те 
элементы данного кристал.іического зіиогогранника, кото¬ 
рые, по самой своей суіцности, являются постоянными и 
впо.тше определенными элементами, служаіцими от.тшчительной 
особенностью данного кристалжческого многогранника. Если 
мы поставіоі себе такую задачу, то при изображении кри¬ 
сталлического жогогранника будет всего выгоднее применять 
такие проекции, в которых, с одной стороны, было бы впо.те 
отчет.ішво изображено все то, что является существенным 
для характеристики данного кристалла, а с другой стороны, 
очень желательно совершенно избежать изобралѵения всех тех 
элементов кристаллического многогранника, которые являются 
чисто случайпы^іш, переменными и совершенно не влияюпщми 
на основу характеристики кристал.іического вещества. Уакон 
постоянства угловых величин в кристаллическом многогран¬ 
нике совершенно определенно указывает на то, какие э.іе- 
менты кристал.іического ]\шогогранника являются постоянными 
и основными для кристалла. Такими постоянными элемен¬ 
тами являются исключительно углы. 

Если мы будезі передвигать некоторые грани кристалт- 
ческого многогранника парахъ ельно сами:\і себе, оставляя 
другие грани в их первоначальном положении, то мы можем 
очень сильно изменить внешний вид кристалла, хотя все 
угловые его отношения останутся прежпиі\іи. В самом деле, 
при параллельном перезіещении граней кристалла углы между 
гранями не иззіеняются, точно так л;е не изменяются и 
углы мелѵду ребрами при их пер емепщнии параллельно самим 
себе. В виду этого, мы можем сделать вывод, что различные 
элементы крист ал.іического многогранника имеют разное зна¬ 
чение для его характеристики и можем, при изобра;кении 
кристалла в проекции, совершенно устранить из изображения 
все те элементы кристаллического многогранника, которые 
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не ЯВЛЯЮТСЯ для него существенными. Такими несуществен¬ 
ными элементами должны быть нриэнаны длины ребер и 
размеры граней. Кроме того, при изображении кристалла, 
необходимо выбрать такой вид проекции, чтобы все угловые 
величины крис'іаллического многогранника выс'іупали бы 
наиболее резко и отчетливо. Вообще, можно принять, что 
наиболее подходящей для изображения кристаллического 
многогранника будет такая его проекция, па которой можно і 
непосредственно отсчитывать углы между теми геометри¬ 
чески™ образами, которые изображают грани и ребра кри¬ 
сталла. Кроме того, такая проекция совершенно не должна 
содержать в себе изображения длин ребер и площадей граней, 
как чисто случайных элементов, не играющих рота при ха¬ 
рактеристике данного кристаллического веіце(тва. 

Для того, чтобы устранить все случайные элементы кри- 
стахіического многогранника, мы можем неред проектиро¬ 
ванием подвергнуть его такому изменению, при котором ис¬ 
чезают все длины и размеры площадей, по в то лѵе время 
остаются в неприкосновенности все угловые величины, харак¬ 
теризующие данный многогранник. Этого легко достигнуть 
следующим образом. 

Возьмем в пространстве (рис. 87) какую-нибудь тотау 
и будем переносить все грани и ребра крист а^оического 



многогранника параллельно самим себе до тех пор, пока 
они не пройдут через выбранную нами точку. При таком 
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переносе граней и ребер мы получим вместо первона¬ 
чально взятого на]\ш іѵшого ранника, так называемый, пучек 
граней и ребер. Избранная точка в пространстве, в которой 
пересекаются все грани и ребра, получает название центра 
этого пучка. 

В таком пучке прямых линий и плоскостей мы можем 
каждую линию и каждую плоскость продолжать беспредельно, 
совершенно не изменяя тех углов, которые они образуют 
между собой, причем все эти углы будут в точности равны 
углам между соответственными гранями и ребрами проекти¬ 
руемого крис'і арктического многогранника. Таким образом, за¬ 
менив взятый кристаллический многогранник пучком граней 
и ребер, мы ус'гранили все случайные элементы — размеры 
плоіцадей и д іины ребер, сделав их неопределенными, и 
кроме того сохранили все ве.тичины, существенные для харак¬ 
теристики данного кристалла, а именно величины углов ме;кду 
гранями и между ребрами. 

Заменив данный кристаллический многогранник пучком 
граней и ребер, мы можем уже нроекіировать этот пучек на 
П10СК0СТИ, называемой плоскостью проекций, применяя те 
привила, которые относятся к данному виду проекций. В 
этом случае, как было уже сказано, мы можем применять 
два вида проекций. 

1- ый вид. Линейная и гномоническая проекции. 

2- ой вид. Грамма — и гномостереографические проекции. 

Каждый из этих двух видов проекций содержит в себе 

две проекции: одну прямую, получаемую непосредственным 
изображением данного пучка граней и ребер, и другую — 
полярную, получаемую путем изображения пучка, полярного 
данному. 

3. ЛИНЕЙНАЯ И ГНОМОНИЧЕСКАЯ ПРОЕКЦИИ. 

1) Линейная проекция. При шображении нучіа граней 
и ребер в линейной проекции за плоскость чертежа прини¬ 
мается плоскость, лежапщя выше центра пучка, причем за 
проекции граней пучка принимаются линии их пересечения 
с плоскостью чертежа. Проекциями ребер служат точки 
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пересечения ребер пучка с плоскостью чертежа. Расстояние 
центра пучка от плоскости проекций измеряется длиной 
перпендикуляра, опущенного из центра пучка на плоскость 
чеі)телга. 

Точка пересечения этого перпендикуляра с плоскостью 
чертежа принимается за центр круга, описываемого на плос¬ 
кости чертежа радиусом, равным расстоянию центра пучка 
от плоскости чертежа. 

При таком построении, пололіение цеіггра круга па плос¬ 
кости чертежа и радиус этого круга совершенно точно опре¬ 
деляют пололгение центра пучка относительно плоскости чер¬ 
тежа и его расстояние от этой плоскости. Кроме того, все 
.линии пересечения граней и ребер пучка с плоскостью чер¬ 
тежа принимают совершенно определенное по.ложение на 
п.іоскости чертежа. 

Опреде.ление положения проекции перпендикуляра, опу¬ 
щенного из центра пучка на плоскость чертежа, и знание 
длины этого периендикуляра совершенно необходимо д.ля того, 
чтобы линейная проекция пучка граней и ребер была вполне 
определенной. В самом де.ле, двигая по плоскости чертеліа 
проекцию перпендикуляра, опущенного из центра пучка, мы 
будем в то же время перемещать все .лиіши и точки ]іере- 
сечения граней и ребер пучка с плоскостью чертежа. Из¬ 
меняя расстояние центра пучка от плоскости чертелса, мы тем 
самым будем изменять расстояния .линейных проекций граней 
и ребер пучка от проекции перпендикуляра, опущенного из 
центра пучка. 

2) Гномоническая проекция. Д.ля изображения пучка 
граней и ребер в гномонической проекции заменяем калѵдую 
грань пучка перпендикуляре:^!, восставленным к ней из центра 
пучка, а каждое ребро пучка заменяем перпендикулярной к 
нему плоскостью, проходящей через центр пучка. Сделав 
такие замены, мы получаем пучек граней и ребер, полярный 
первоначальному пучку. 

Построив .линейную проекцию полярного пучка, пол}^м 
гномоническую проекцию первонача.льно взятого пучка граней 
и ребер. 
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4. ОБЩИЕ СВОЙСТВА ЛИНЕЙНОЙ И 
ГНОМОНИЧЕСКОЙ ПРОЕКЦИЙ. 

На основании обіцих правил построения шнейной проекции, 
принимаем плоскость, находяпі,уіося выше центра пучка на рас¬ 
стоянии Д за плоскость чер¬ 
тежа (плоскость проекций) 

(рис. 88). Пусть эта плоскость 
будет МВ, перпендикулярная 
к плоскости верхнего рисунка 
и пересекающая эту послед¬ 
нюю по линии МВ, На ниж¬ 
нем рисунке (того же рис. 88) 
плоскость МВ совмещена с 
плоскостью чертежа, причем 
круг, изображенный на пижнезі 
рисунке, имеет центр О при 
длине радиуса В = 08, 

Представим себе какое-нибудь направление 8В, прохо- 
дяіцее через центр пучка /§ и лежащее в плоскости верх¬ 
него рисунка (рис. 88). Р> пересечении с плоскостью МВ 
направление 5 В даст точку Ь, Эта точка и будет линейной 
проекцией данного направления 8В, Таким образом, все 
прямые пучка в .пинейной проекции изобразятся на плос¬ 
кости чертежа МВ в виде точек, находящихся на раз.тич- 
ных расстояниях от центра проекций О. 

Различие в расстояниях проекций ребер пучка от центра 
О будет находиться в прямой зависимости от величины угла 
08Ь, В самом деле, если 08 будет перпендикуляр, опу- 
іценный из центра пучка на плоскость проекций МВ, 
то из прямоугольного треугольника Ъ08, где ^ 650 = «, по¬ 
лучаем: ОЬ = В і^а. Так как В является величиной по¬ 
стоянной, то расстояние ОЪ проекции ребра пучка от цен^гра О 
будет прямо пропорционально тангенсу угла накіона ребра 
56 к нормаж 08, 

Положим (рис. 89), О представляет собою точку пересече¬ 
ния с плоскостью чертежа перпендикуляра, опущенного из 
центра пучка на плоскость чертежа. Радиус круга 08, опи- 
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санного на плоскости чертежа из центра О равен расстоянию 
центра пучка от плоскости чертежа. Прямая — ли¬ 
нейная проекция одной из плоскостей пучка. 



Рис. 89. 


Проведем через точ¬ 
ку О диаметр сіа^ пер¬ 
пендикулярный к ли¬ 
нии Приняв этот 
диаметр за ось враще- 
тія, повернем весь наш 
чертеж на 90® так, 
чтобы точка 5, на¬ 
ходящаяся на окруж¬ 
ности и ле;каіцал па 
радиусе, перпендику¬ 
лярном к диаметру (іа^ 
оказа.іась под плос- 
перпендикуляре, восставленном из 


костью чертежа на 
точки О к плоскости чертежа вниз. Так как 08 равно рас¬ 
стоянию центра пучка от плоскости чертенка, и после пово¬ 
рота фигуры вокруг оси на 90® линия 08 будет перпен¬ 
дикулярна к плоскости чертежа, то. точка /5 после такого по¬ 
ворота совпадет с центром пучка. Вообще, после поворота 
вокруг оси (іа, все точки плоскости чертежа выйдут из 
этой плоскости, кроме точек, находящихся на оси вращения, 
которые все останутся в плоскости чертежа, в том числе и 
точка а. 

Так как точка а сохраняет свое положение на плоскости 
чертежа, а точка >§ после поворота совпадает с центром 
пучка, то прямая 8а будет представлять линию пересечения 
плоскости, и.зображенной в линейной проекции линией 
с плоскостью, проходящей через центр пучка и линию сіа, 
причем обе эти плоскости будут взаимно перпендикулярны. 

На основании этих соображений, мы всегда можем опре¬ 
делить угол 08а наклона и.зображаемой плоскости к пер- 
пенддкуляру, опущенному из центра пучка на плоскость чер¬ 
тежа. Іісно, что такое определение можно сделать то.іько 
в том случае, если на плоскости чертежа нам даны: 1) по-; 
ложение перпендикуляра, опущенного из центра пучка О,! 
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2) расстояние этого центра от плоскости чертежа 05 и 

3) линейная проекция грани Ъ^Ь^. 

Из всего только что изложенного мы выводим очень про¬ 
стой метод определения угла наклона проектируемой грани 
к нериендикуллру, опущенному из центра пучка на плоскость 
чертежа. Этот метод состоит в следуюищм. Проводим два 
диаметра: р8 — параллельный .іинейной проекции изображае¬ 
мой нлоскости, тісіа — перпендикулярный этой проекции. Сое¬ 
диняем прямой линией один из концов наралле.льного диа¬ 
метра (напр. 5) с точкой пересечения а перпендикулярного 
диаметра и линейной проекции плоскости. Угол 08а и будет 
искомый угол наклона проектируемой плоскости к перпенди¬ 
куляру, опущенному из центра пучка на плоскость чертежа. 

Проведя (і8 перпендикулярно а 5, найдем точку Л — ли¬ 
нейную проекцию ребра, перпендикулярного плоскости, изо¬ 
бражаемой в линейной проекции линией Эта Лхе точка 
й будет гномонической проекцией плоскости, .іинейная проек¬ 
ция которой будет .линия 

Угол, образуемый паправ.т[ением пучка, изображенным в 
линейной проекции точкой г/, с нормалью к плоскости чер¬ 
тежа в точке О, будет равен углу мелсду прямыми с?5 и 
05, т. е. равен углу А 8 О. Для нахождения этого угла при¬ 
меняем точно такой лге метод, какой мы* применили для 
нахождения угла между перпендикуляром к нлоскости чер- 
телга и проектируемой гранью. 

Для определения этого угла проводим через точку Л цен- 
тра.льную секупі,ую сіа и диаметр /?5, перпендикулярный Ла, 
Соединив прямой точки 5 и находим угол с? 5 О, который и 
будет углом между даннылі направлением с? 5 и нерпендику- 
.іяром 5 О, опупщнным из центра пучка на плоскость чертежа. 
Наоборот, если по этому углу требуется найти положение 
линейной проекции ребра 5б/, то мы можем отложить от 
линии 5 О угол с? 5 О, и тогда точка й пересечения линии 8ё^ 
с центральной секущей Л а, перпендикулярной к радиусу 05, 
будет искомой проекцией того направления пучка, которое 
образует с вертикалью данный угол (18 0. Из чертелѵа ясно, что, 
чем больше данный угол, тем больпіе расстояние проекции 
прямой от центра О. Если проекция находится на окруж- 
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ПОСТИ круга, то такое поло;кение соответствует углу ^ = 45®. 

Так как точка сі находится, на рис. 89, на расстоянии боль¬ 
шем длины радиуса круга, то угол й80 — больше 45®. 

При уіѵіе кз 0 = 90® ребро пучка будет параллельно плоско¬ 
сти чертежа и проекция такого ребра будет находиться в бес¬ 
конечности. Вследствие этого, в линейной зіроекции нево.ч- 
можно изобразить граней и ребер, ііарал.ііельных іыоскости 
чертенка. 

Так как для изобр^икепия пучка в гномоігаческой проекции, 
калѵдая грань и ребро пучка должны быть заменены тіерттен- 
дикуляриыми к ніьді элехАіентами, то, на основании только что 
приведенного рассуждения, мы заключаем о невозможности 
изображать в гномонической проекции грани и ребра перво¬ 
начального пучка, ііернендикуляриые к нлоскостті чертежа. 

Такая невоззіожность изображения иеко'іорых элементов 
пучка в мнейной и гномонической нроекциях представляет 
очень существенный недостаток этих проекций. 

5. СВЯЗЬ МР]ЖДУ ЛИНЕЙНОЙ И ГНОМОНИЧЕСКОЙ 
ПРОЕКЦИЯМИ. 

Переход от .іинейной проекции какого-нибудь элемента 
пучка к гномонической проекции того же элемента легко осу- 
іцествляется при помощи описанного выше общего построения. 

Пусть прямая (рис. 89), ііредстав.іяет собою .типейную 
проекцию некоторой грани. 1 Іроведя ^9 /8—параллельный лміа — 
перпендикулярный диазіетры и соединив точку 5 с а, найдем 
8а — вертикальный разрез проектируемой грани. Если 8с1 
— прямая, иерпендикулярпая к 5а, то точка сі пересечения 
линии 8 Л а диаметром Л а будет гномоническою проекцией 
той же грани. Для нахождения линейной проекции \ 
некоторой грани по ее гномонической зіроекцпи, точке сі, 
применяем обратное построение. 

Если бы точка й была линейной проекцией ребра А8, то 
прямая служила бы гномонической проекцией того л;е 
ребра. Так как но ус.іовиям построения угол между 8с1в. а8 — 
прямой и 50 периендику.іяриа сіа, то по известному свойству 
перпендикуляра, опущенного из вершины прямого угла на 
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гипотенузу, в прямоугольном треугольнике аВй имеем: (05)^ 
= Оа • ОЛ. Соединим прямой центр круга О и точку с 
пересечения окружности с жнией и проведем каса¬ 
тельную с/* к окружности в точке с. Прямоугольные тре¬ 
угольники Ос/* и Оас, имеіоіцие общий угол сОа подобны, а 
потому: (Ос)^ = Оа • О/*. Так как Ос = 08, как радиусы 
одного и того же круга, то О сі = О/*. 

Из этого рассуждения выводим еще один способ постро¬ 
ения гномонической проекции грани по ея жнейной про¬ 
екции и обратно, причем такой способ применим в том 
случае, есж жнейная проекция грани пересекает окруж¬ 
ность основного круга проекций. В этом случае, проводим 
касательные к окру^кности в точках ее пересечения с 
жнией Точка пересечения этих касательных будет 

находиться на том же расстоянии от центра О и на том 
же диаметре, как и гномоническая проекция д, данной грани. 
Для нахождения точки А откладываем ОЛ = О по тому 
же диаметру Ла, но по другую сторону от центра О. 

В случае, если жнейная проекция не пересекает окруж¬ 
ности, мы можем воспользоваться 
(рис. 90). Из точки О опускаем 
перпендикуляр на жнейную про¬ 
екцию &2 некоторой грани. 

Приняв а за точку пересечения 
двух касательных к кругу, про¬ 
водим эти касательные ас и ас^. 

Точка а^, лежащая на линии сс^, 
будет находиться от центра про¬ 
екций О на таком же расстоянии, 
на каком находится искомая гно¬ 
моническая проекция грани, при¬ 
чем эта проекция — точка й — 
будет лежать по другую сторону 
диаметре О а. 


следующим построением 



от центра, на том же 
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6. ЗАДАЧИ, РЕШАЕМЫЕ ПРИ ПОМОЩИ ЛИНЕЙНОЙ 
И ГНОМОНИЧЕСІЮЙ ПРОЕКЦИЙ. 

Получив изображение кристаллического многогранника в 
линейной И.ІИ гномоиической проекциях, мы можем графи¬ 
ческим путем, совершенно не прибегая к вычислениям, раз¬ 
решать ряд вопросов, касающихся угловых отношений дан¬ 
ного кристаллического многогранника. Из предыдущего мы 
у;ке видели, каким образом можно при помощи простого по¬ 
строения находить угол наклона грани шіи ребра к нор¬ 
мали, проведенной из центра пучка к плоскости чертежа. 
Кроме нахождения такого угла наоона мы рассмотрим 
здесь ряд задач, являющихся основными для решения самых 
размчных вопросов, при помощи изображегшя кристалли¬ 
ческого многогранника в линейной и;т гномоиической про¬ 
екции и применения самых простых геометрических постро¬ 
ений. 

Так как гномоническую проекцию мы можем рассматривать 
как линейную проекцию полярного пучка, причем снособ 
построения линейной нроекции данного пучка совершенно 
аналогичен способу получения гномоиической проекции из 
пучка, полярного данному, то все решения задач совершенно 
одинаковы, будем .т мы иметь дело с изображением в ли¬ 
нейной или в гномоиической проекциях. 

Задача 1. Найти угол меоюду двумя ребрами пучка, 
изображаемыми в линейной проекции двумя точками. 



Пусть рис. 91 представляет собою перспективное изобра¬ 
жение плоскости чертежа МК, центра пучка 5, нормали >8 О, 
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опущенной из центра пучка на плоскость МN, и двух 
направлений пучка и проекции которых будут точки 
«1 и а^. Искомый угол в перспективе есть угол 

Обилие соображения. Соединив прямой дашые то¬ 
чки и ^ 2 , проводим прямую О а, перпендикулярно линии 
о^. Заметим, что линии а/5, и а^ 8 ^ соединяіопще центр 
пучка /5 с точками а, и лежат в одной плоскости, опре¬ 
деляемой центром пучка 5 и линией аа^. Приняв аа^ за ось 
вращения, вращаем плоскость а/5 ад по направлению к плос¬ 
кости МN до совпадения с этой последней. Так как а 5 и а О 
перпендикулярны к прямой то после совмещения плос¬ 
костей а/ 8^2 и МN тшш а/5 и аО также совместятся, при- 
чСхМ точка /5 совпадет с точкой ^ на линии а О. Расстояние 
точки д от а должно быть равно длине линии а 8 . Кроме того, 
после совмещения плоскостей а 8 а .2 и МЫ линии а ^8 и аз/5 
должны совместиться с линиями аі(? и аз^ и, следовательно, 
угол а^ 8 а 2 совпадет с углом 

. Решение задачи. На основании этих соображений 
мы выводим обпщй способ решения поставленной задачи 
простым построением (рис. 92). 

Через данные точки и про¬ 

водим прямую аа^- Из центра про¬ 
екции О опускаем перпендикуляр О а 
на а аз- Кроме того, проводцм радиус 
0/5, параллельный Приняв точку 
а за центр круга, а расстояние а 8 
за радиус, проводим дугу /5д до пере¬ 
сечения с секущей ад. Точку д соеди¬ 
няем с данными точками и Угол 

^ а^да^ и есть искомый угол между 
двумя направлениями, изображенными в линейной проекции 
точками и а^- 

Задача 2 . Найти угол^ образуемый реб;ролі пучка, изо¬ 
браженным в линейной проекгщи точкой а, и плоскостью, 
\ представленной в той оюе проекции линией кі (рис. 93). 
Г Общие соображения. Как известно, углом между 
;Г прямой и плоскостью называется угол, образуемый двумя 
[. прямьпш: 1 ) данной прямой и 2 ) линией пересечения дан- 
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НОЙ ПЛОСКОСТИ с плоскостью, проведенною через данную пря¬ 
мую перпендикулярно к данной плоскости. Б этой перпендику¬ 
лярной плоскости лелсат обе тіересекаюіциеся .тинии и образуют 
4 угла, попарно равные друг другу. Два из этих углов будут 
больше 90®, а два другие — меньше 90®. Мы будем считать 
^ за угол между линией и плоскостью, тот 
угол, ве.ішчина которого будет не более 90®. 

Заметим, что все плоскости, перпендику¬ 
лярные данной плоскости и проходящие 
через некоторую постоянную точку, пере- 
^ секутся мелгду собой по нормалей к данной 
ІІ.ШСКОСТИ, причем такая нормаль будет 
проходить через постоянную точку. Па 
основании этих соображений заключаем, 
что угол между данной прямой и плос- 
^ костью будет дополнительным до 90® к 
углу, образуемому данной .пинией и пер- 
пепдику.іяром к данной плоскости. Таким образом, решение 
задачи сводится к решению с.іедующих двух вопросов: 

1) Найти проекцию р перпендикуляра, восстав.іеиного из 
центра пучка к грани, изображенной в линейной проекции 
.іинией Ы, 

2) Найти угол между перпендикуляром к грани и данным 
направ.іениезі, изображенным в линейной проекции точкой а. 

Заметим, что при нахождении этого уг.іа у нас могут встре¬ 
титься 2 случая: 1) найденный угол будет меньше 90® и 
2) найденный угол больше 90®. В первозі случае, угол 
между п.іоскостыо кі в. данной прямой определится как до¬ 
полнительный до 90® к найденному уг.іу. Во втором случае, 
искомый угол будет равен найденному без 90®, как это ясно 
из рис. 94, изображающего плоскость, проходящую через дан¬ 
ное ребро а а и перпендикуляр рр в данной плоскости, 
изображенной .іинией Ы вв рис. 93, причем МN ■— линия 
пересечения этой последней плоскости с плоскостью рис. 94: 
іаЗМ — искомый угол между .іинией а а и плоскостью Ы, 
Определяя угол между линией аа в нормалью рр к плос¬ 
кости Ы, мы можем найти и.іи 1) Іа8р =- ^0^ — Іа8 М, 
или 2) Ір8а = 90® -Ь ^а8N= 90® + іа8М, 
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Решение задачи. (Рис. 93). 

Через центр проекции О проводим 
прямые рд перпендикулярно, и 08 
параллельно Ы, Соединяем д л 8 
прямой и при точке от линии д8 
строим прямой угол д8р. Точка р 
будет проекцией перпендикуляра к 
плоскости, изображенной в линей¬ 
ной проекции линией Ы. Опреде¬ 
ление угла между направлениями, 
проектируюпі,имися точками а и^, уже рассмотрено в задаче 1. 



Задача 3. Найти угол меоюду двумя плоскостями^ 
изобраоюенпыми в линейной проекгщи (на рис. 95) лини¬ 
ями ра.^ и ра^. 

Общие соображения. Углом между двумя плоско¬ 
стями или двугранным углом, как и.звестно, называется угол, 
образуемый линиями пересечения двух данных плоскостей 
с третьей плоскостью, проведенной перпендикулярно к ли¬ 
нии пересечения двух данных плоскостей. 

А) Угол мелѵду плоскостями по своей величине будет 
дополнительным до 180® к углу, образуемому перпендикуля¬ 
рами, опущенными из некоторой внешней точки к на данные 
плоскости. Б самом деле, пусть к (рис. 90) есть некоторая 
точка, находящаяся вне данных двух плоскостей, пересека- 
топі,ихся между собой в точке р и перпендикулярных к плос¬ 
кости рис. 96. «іР и а^р — линии пересечения этих плос¬ 
костей с плоскостью чертежа. Опустив из точки к перпен¬ 
дикуляры на линии а^р и а^р, получаем четыреугольник 
ка^ра^ с двуіМЯ прямыми углами: іра^к =- іра^к = 90®. 


Так как сумма углов четыреугольника равна четырем пря¬ 
мым, т. е. іа.^^ра^ + іра.^к + іра^к + іа.^^кп^=- то, 
подставив вместо іра^к -\- іра^к равную их сухмме величину 
180®, получаем: іа^ра^ + іа^ка^ = 180®. 

На основании этого соображения, мы можем непосред¬ 
ственное измерение двугранного угла заменить нахождением 
угла между перпендикулярами к плоскостям, образуюпщм 
двугранный угол. Из этого вытекает один из возможных спо- 

13: КРИСТАЛЛОГРАФИЯ 2 
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собов решения поставленной задачи. Этот способ состоит в 
нахождении .іинейных проекций двух наиравлений, неі)ііеп- 
дикулярных к двум данным плоскостям, изображенным в ж- 
нейной проекции .линиями а^р уі а, 2 Р я определении угла 
меліду двумя направлениями, ііроекции которых даны. Спо¬ 
соб пахолідеиия проекции 
перпендикуляра к плос¬ 
кости, изображенной в 
линейной проекции не¬ 
которой прямой, нам уже 
известен из предыдущих 
задач. Точно таклсе в за¬ 
даче 1 дан способ на- 
холідения угла мелщу 
двумя направлениями, 
изобраліенными в жней- 
ной проекции двумя точ- 


Рис. 95. 


Рнс. 93. 


ками. В виду ЭТОГО, мы считаем изжшпим приводить .здесь 
полностью решение задачи по этому способу и ограничимся 
только приведенными выше общими соображениями. 

В) Кроме этого способа решения задачи мы можем при¬ 
менять еще и другой, дающий непосредственное онределе- 
ние двугранного угла, образуемого двумя данными плоскостями. 
Этот способ основан на следующих сообралгениях. Есж (рис. 95) 
две жнии а^р и а^р представляют собою линейные проек¬ 
ции двух плоскостей нучка, то точка р пересечения этих 
.оний будет жнейной проекцией ребра пересечения двух 
данных плоскостей. Для нахождения двуграшого угла мелѵду 
данными плоскостями мы моліем построить проекцию нлос- 
КОС 1 Н, дернендикулярной к направлению, представленному 
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В линейной проекции тотеой р. Эта проекция плоскости, 
перпендикулярной к направлению р, пересечется с линиями 
а<^р ж а^р ъ точках и причем эти точки будут линей- 
: НЫ 1 ѴШ проекциям направлений, образующих угол, равный 
^ искомому двугранному углу. 

Решение задачи, (рис. 95). ра^ и ра^ — данные пря¬ 
мые, пересекающиеся между собой в точке р. Соединяем р 
с центром О и проводим радиус 08, перпендикулярный Ор. 
Соединив точки 8 а р прямой 8р и приняв >5 за вершину, 
строихМ прямой угол р8^, Точка ^ пересечения линий 8^ и 
р О будет линейной проекцией перпендикуляра к ребру, изо¬ 
браженному точкой р. Этот перпендикуляр находится в 
плоскости, перпендикулярной к плоскости чертежа, и пересе¬ 
кает линию, изображенную точкой р в центре пучка. Через 
точку ^ проводим прямую перпендикулярную диаметру 
рО. Точки и пересечения этой прямой с линиями 
и будут линейными проекциями направлений, образую¬ 
щих между собою угол, равный искомому двугранному углу. 
Определив этот угол по способу, изложенному в задаче 1, 
находим искомый угол между гранями, изображенными в ли¬ 
нейной проекции линиями ра^ ж ра^. 

Задача 4. Найти линейные проешщи всех направ¬ 
лений, находящихся на угловом расстоянии а от данного 
направления, изображенного в линейной проешщи точ- 
- %ой а. 

Общие соображения. Направления, образующие не¬ 
который данный угол с определенным направлением в про¬ 
странстве, дадут в своей совокупности поверхность прямого 
. круглого конуса, для которого данное направление будет слу- 
I жить осью. Такая коническая поверхность будет иметь центр 
(вершину) в центре пучка и пересечется с плоскостью чертежа 
I по одному из конических сечений. Геометрическим местом точек, 

I представляющих проекции прямых, находящихся на определен- 
I ном угловом расстоянии от точки а, будет одна из следующих 
:кривых: 1) круг, 2) парабола, 3) гипербола или 4) эллипс. 

1 ) Если линейная проекция данного направления, точка а, 
совпадает с центром проекции О, то геометрическим местом 
точек, находящихся от а на угловом расстоянии «, будет круг. 

2 * 
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2) Если одна из производящих коішческой іговерхпости 
будет параллельна плоскости чертежа, то геометрическим 
местом точек будет парабола. Б этозі случае, су^мзіа двух 
углов, а именно угла /3 — данного паправлення с нормалью к 
плоскости чертежа и угла а должна равняться 90^. 

3) Если две нронзводяіцие конической поверхности будут 
параллельны плоскости чертежа, то геоме^шческим зіестом 
точек будет служить гипербола. Б этом случае, сумма двух 
углов: угла /3, образуемого данным направлением с нор¬ 
малью к плоскости чертежа и угла а будет больше 90®, при¬ 
чем точка а вообще будет находиться на определенном ко¬ 
нечном расстоянии от центра О проекции, по в частном 
случае, может быть также и в бесконечности. 

4) Если плоскость чертежа пересекает все прои.зводяііще 
конической поверхности, то геометрическим местом точек бу¬ 
дет эллипс. Б этом случае /. /3 -Ь /. « < 90®. 

Как и.звестно, для построения кривой второго порядка, 
каішми явлются эллипс, гипербола и парабола, необходимо 
иметь 5 точек соответственной кривой. Однако, ко.чичество 
точек уменьшается до 3-х, ес.іи даны точки особого положе¬ 
ния, как нанр. в том случае, ес.іи даны точки, лежащие па 
концах малой или большей оси эллипса и еіце одна какая- 
нибудь точка этой кривой. При наших построениях мы всегда 
моікем найти точки, лежащие в вершинах кривой, так как 
вершины кривой будут находиться на .іипии, соединяюіцей 
центр проекции с данной точкой а. На основании эчих со¬ 
ображений, решение ноставлешой задачи сводится к реше¬ 
нию двух вопросов: 

1) Найти проекцию направления, наклоненного под уг¬ 
лом а к данному направлению, изображенному в линейной 
проекции точкой а и находящемуся в определенной плос¬ 
кости, изображенной в линейной проекции некоторой пря¬ 
мой, проходящей через точку а. 

2) Построить кривую второго порядка по следующим дан¬ 
ным: а) по бо.іьшой ОСИ и одной из точек этой кривой Гв 
случае эллипса); Ь) по вершине и двум точкам Гв случае 
параболы); с) по веріпинам, центру и трем точкам или ас- 
симптотам кривой (в с.іучае гиперболы). 
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Разрешение первого вопроса может быть произведено по¬ 
строением, аналогиадым построению, оиисанному в зад. 1. 
Для построения кривой второго порядка, мы молгем восполь¬ 
зоваться одним из способов построений, употребляемых при 
вычерчивании кривых по данным тотеам. Рассмо^грим сна¬ 
чала решение задает в случае э.і.(гипса, затем параболы и, 
наконец, гиперболы, 

1) Решение задачи. (Эл.іипс). Через точку а Грис. 97) 
— линейную проекцию данного, направления — проводим две 
линии: 1) а О, про¬ 
ходящую через центр 
проекции О и через 
точку а я Ы про¬ 
извольного направле¬ 
ния', также проходя¬ 
щую через точку а. 

Проводим радиус 08, 
перпендикулярный к 
Оп, Соединяем точки 
а ж 8 прямой а8 ж 
по обе стороны этой 
прямой, при точнее. /?, как вершине, откладываем углы 
іт 8а = іа8п = а. Отмечаем точіеи т ж п пересечения 
линий Оп, 8т ж 8п; тп — бо.іьшая ось искомого эл.іипса. 

Разде.іив 7 пп пополам, находим Ъ — центр эллипса и описы¬ 
ваем большую окружность эллипса радиусом тЪ = Ъп, Из 
центра О опускаем перпендикуляр Од на линию Ы ж про¬ 
водим радиус 08^, параллельный этой линии. Соединив точ¬ 
ки ^ ж 8^, ж приняв ^ за центр, описываем дугу радиусом 
^8^. Точку р пересечения этой дуги с линией соединяем 
с точкой а, ж от линии ар, приняв р) за вершину, отклады¬ 
ваем угол арі = а, Товда I пересечения стороны рі этого 
угла с линией Ш даст еіце одну точку искомого э.ілипса. 
Опускаем из точіш і перпендику.іяр на .линию тп ж про¬ 
должаем этот перпендикуляр до пересечения с окружностью 
большого круга э.ллипса в то^ніе /*. Соединяем точку /* и 
центр эллипса прялюй [Ъ, Из точки і проводим прямую іѵ, 
пара.ліельную тп, Находизі Ъ ѵ — радиус малого круга, искомого 
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эллипса, равный его малой полуоси. Построение искомого 
эллипса после нахождения его двух осей уже не представ¬ 
ляет никакого затруднения. 

2) Решение задачи. (ІІарабо.іа). Б случае, ест одно 
из направлении, образующих угол а с данным, параллельно 
плоскости проекции, то на плоскости чертежа мы по.іучаем 


параболу, как геометрическое 



место точек, представ.іяіоіцих 
линейные проекции прямых’ 
находящихся па угловом рас¬ 
стоянии а от данного на¬ 
правления , проектирующе¬ 
гося точіѵой а. В этом слу¬ 
чае точка а находится в 
плоскости чертенка на ко¬ 
нечном расстоянии от центра 
проекции О. 

Через данную точку а 
(рис. 98) проводим диаметр 
' Оа и перпендикулярный к 
нему радиус 08, Соединяем 
8 ^ а прямой и отклады¬ 
ваем от этой прямой, приняв 
за вершину, по обе сто¬ 


роны а8 углы й8а = д!8а = а. 

По самому условию получая параболы 8д! параллельна О а. 
Точка й — является вершиной искомой параболы. Прово¬ 
дим через точку а прямую Ьс, перпендикулярную диаметру 
О а. Радиусом а/5, приняв а за центр, проводим дугу 88^, пе¬ 
ресекающую диаметр Оа в точіге /5і. От диаметра О а, при¬ 
няв 8^ за вершину, откладываем по обе стороны углы іЪ8^а = 
Іа8^с а. Хоти пересечения Ь и с сторон этих углов с 
линией Ъс будут находиться на искомой параболе и будут 
расположены симметрично по отношению к оси симзіетрии 
параболы. 

Проведя ЪЪ^ и сс^ параллельно Оа пересечения с ли¬ 
нией касательной к параболе в ее вершине, найдем точ¬ 
ки и как две вершины равнобедренного треугольника 
а\с^, вписанного в один из вспомогательных кругов, слу- 
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жапі;их для построения параболы. Центры этих кругов на¬ 
ходятся на оси симметрии параболы, т. е. на диаметре О а. 
Для определения полоікения центра всноіііогательного круга, 
проходящего через точки а, \ и соединяем точки а ж \ 
прямой и из средины т этой прямой восдавляем пер¬ 
пендикуляр тО' до пересечения с диаметром Оа в точке 0\ 
которая и будет центром вспомогательного круга, проходя¬ 
щего через точки а, и с,. ІІриняв О' за центр, описываем 
окружность радиусом О'а, причем точка п пересечения этой 
окружности с диаметром О а будет общей точкой для всех 
вспомогательных кругов, служащих для построения искомой 
параболы но точкам, принадлежащим ей. Для такого построе¬ 
ния берем отрезок пО прямой, причем ве.іичина этого от¬ 
резка должна быть больше От точки п откіадываем взя¬ 
тый отрезок по диаметру па. Находим точку О. Приняв эту 
точку за центр, проводим радиусом п О окружность >гг/*. Из 
точіт г пересечения этой окружности с линией прово¬ 
дим гсі нара.оельио О а, а из точки /* пересечения той же 
окру жности с диаметром О а проводим линию /’д, параллель¬ 
ную Ъ^Су Точка ^ пересечения линий и будет при¬ 
надлежать искомой параболе. Изменяя радиус пО так, что¬ 
бы он постоянно был больше найдем ряд точек, принад¬ 
лежащих искомой параболе, по которым и делаем построе¬ 
ние этой кривой, изображенной на чертеже (рис. 98). 

3) Решение задачи. (Гипербола, общий случай). По¬ 
ложим а — линейная проекция данного направления (рис. 99). 
Проводим прямую О а через точку а и центр проекции О. 
Восставляем перпендикуляр 08 из точки О к линии О а. Со¬ 
единяем прямой а 8 точку а и точку 5 пересечения перпен¬ 
дикуляра 08 о> кругом проекции. Приняв точку 5 за верши¬ 
ну, строим по обеим сторонам от .тнии 8а углы сс, стороны 
которых пересекают линию Оа в точках п ж т. Восставляем 
перпендикуляры сісі^ ж к .линии Оа в точках п ж а. Из 
точки а восставляем перпендику.ляр аі к линии а8, Откла¬ 
дываем на отрезки а^ = а^^ = аі. Точки т ж п будут 
вершинами искомой гиперболы, а точки ^ ж будут также 
принадлежать той же гиперболе. Для построения этой кри¬ 
вой, делим пополам отрезок тп ж находим 0^ — центр ги- 











Рис. 99. 

перболы. Проводим окружность радиусом О^а, приняв за ее 
центр точку Ор Находим точки й и й, пересечения зтой 
окружности с перпендикуляром пЛ, Проводим прямую О^сі, 
а из точки ^ проводим прямую ^'к\ О а. Проведя 1:Ь || 
находим точку Ь, причем пЬ будет равна длине мнимой по¬ 
луоси гиперболы. Отложив пс=Ъщ находим 0^ с — ассимптоту 
гиперболы. Теперь у нас ул^е имеются все данные для по¬ 
строения какой угодно точіси гиперболы. 

Из точки Ъ проводим прямую Ък^ || 0^с; проводим к^д^ || О а 
и откіадываем Ос^=-Ос. Проводим || к\п \ получаем точку 
д^, находяиі;уюся на гиперболе. Берем произвольную точку е 
между точками п п а прямой па. Проводим ед^ || (іп. При¬ 
няв Оі за центр и за радиус, проводим дугу круга, пере¬ 
секающую пЛѣ точке /*. Соединяем прямой 0^ и /'. Из точ- 
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ки Ъ проводим II о,/*. Через точку проводим прямую 
II 1'очка ^3 пересечения построенных нами прямых 
е(]^ и /^г/з будет принадлежать искомой гиперболе. Так как 
при нахождении точіш была взята совершенно произволь¬ 
ная точка е, то ясно, что мы можем теперь построить все 
точки гиперболы, поступая совершенно так же, как и для 
нахождения точки д^ 

4) Решение задачи. (Гипербола, частный случай). 
Если точка а находится в бесконечности, то центром иско¬ 
мой гиперболы будет центр проекции О. (рис. 100). Данный 



Рис. 100. 


угол а будет равен половине угла между ассимптотами ги¬ 
перболы. Так как на:\і известно направление .іинии, проек¬ 
тируемой точішй а в бесконечности, то на плоскости проек¬ 
ций проводим центральную секуіцую тщ параллельную на¬ 
правлению данной линии. Откладываем по обе стороны от 
этой секущей, принимая О за вершину, углы сОп = с^ Оп = а, 
ІІолучаезі ассимптоты искомой гиперболы — линии Оси Ос^, 
Проводим радиус 08, перпендикулярный Оп, Проведя через 
линию 8п, параллельную Ос, получаем точку п пересечения 
этой линии с секущей тп. Точка п является вершиной ги¬ 
перболы. 
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Линия шп будет секуіцей осью искомой гиперболы, при¬ 
чем длина этой оси равна отрезку = 2 Оп. Диаметр р8 
будет служить сопряженной осью той же гиперболы, при¬ 
чем дмна этой оси будет равна длине диаметра р8 круга 
проекций. 

Для построения гиперболы -откладываем по секуіцей оси 
тп отрезки пЪ = шЪ^=пс= Ор. Проводим пс перпендику¬ 
лярно Оп. Приняв О за центр, проводим дугу произ¬ 
вольного радиуса 0(і, причем СІЯ сі^ —точки пересечения этой 
дуги с перпендикуляром к линии 0?г, восставленным в точке 
м, а — точка пересечения той же дуги с секуіцей осью 
шп. Проводим Ыс параллельно Осі. Из точіш 1с проводим ^с^^, 
параллельную Оп. Из точки сі^ проводим прямую па¬ 
раллельную (і(^ 2 - Точка пересечения этих двух прямых бу¬ 
дет принадлежать искомой гиперболе. Изменяя длину радиуса 
Об?, найдем другие точки гиперболы, которую и сіроим, сое¬ 
диняя найденные точки. 

Такое решение задачи основано на том, что угол между ас- 
симіітота:\ш гиперболы равен углу мелгду двумя производящими 
прямого круглого конуса, находящимися в плоскостей, прове¬ 
денной через центр конуса и его ось. 

7. ОБЩИЕ ЗАМЕЧАНИЯ О СВОЙСТВАХ ЛИНЕЙНОЙ 
И ГНОМОНИЧЕСКОЙ ПРОЕКЦИЙ. 

При решении последней из приведенных выше задач (4) 
нам пришлось иметь дело с построением раз.іичных кривых 
второго порядка. Можно было бы подобрать еще целый ряд 
задач, графическое решение которых в линейной и гномо- 
нической проекциях связано с построением кривых второго 
порядка, причем все такие задачи касались бы вопросов, обыч¬ 
но решаемых графическим путем при помощи проекций. 

Принимая во внимание, что построение кривых второго по¬ 
рядка технически выполнимо с гораздо большими затруднени¬ 
ями, чем проведение прямых линий и кругов, мы опреде¬ 
ленно должны отнести необходимость таких построений к 
недостаткам линейной и гномонической проекций. Этого не-, 
достатка уже никак нельзя избежать по самым свойствам 
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данного вида проекций, а потому, поставив себе целью при 
решении различных задач обходиться без помощи построений 
кривых второго порядка, мы должны прежде всего изменить 
самый метод проектирования и найти такой вид проекций, 
пользуясь которыми мы молѵем решать все задачи, ограни¬ 
чиваясь проведением прямых и кругов. 

Этому условию удовлетворяют стереографические проек¬ 
ции, получившие свое название от греческих слов бт8^8од — 
твердый и уі^сссро) — пишу (т. е. изображение твердого тела па 
плоскости.) 

Эти проекции были изобретены Гиппархом (180—125 г. г. 
до Р. X.), а затем их главные свойства были открыты и изу¬ 
чены Птолемеем (87—165 г. г). 

8. ПОЛУЧЕНИЕ ИЗОБРАЖЕНИЯ КРИСТАЛЛИЧЕСКОГО 
МНОГОГРАННИКА В СТЕРЕОГРАФИЧЕСКИХ 
ПРОЕКЦИЯХ. 

Существуют две стереогра(|)ические проекции: граммастерео- 
графическаа и гномостереогра(1)ическая. Различие между эти¬ 
ми двумя проекциями совершенно аналогично раз.іичию зіежду 
линейной и гномопической проекциями. 

В граммастереографической проекции изображается тот пу- 
чек граней и ребер, в который мы можем непосредствеино пре¬ 
образовать данный кристаллический многогранник путем парал¬ 
лельного перемещения его граней и ребер до пересечения их 
в одной точке — центре пучка. 

В гномостереографической проекции изображается пучек 
полярный тому, которым мы пользуемся для получения изо¬ 
бражения кристаллического многогранника в граммастерео¬ 
графической проекции. 

Способ построения стереографической проекции пучка совер¬ 
шенно тождествен, будем ли мы иметь дело с пучком, полу¬ 
ченным непосредственно из данного кристаллического много¬ 
гранника (при изображении в грамзіастереографической про¬ 
екции), или с пучком, полярным первозіу (при изображении 
в гпомостереографической проекции). 
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Для получения граммастереографической ііроекдии мы при¬ 
нимаем центр пучка граней и ребе]) яа центр шара опре¬ 
деленного радиуса и описываем вокі)уг этого центра шаровую 
поверхность. Все грани пучка, как плоскости, ііроходяіцие че¬ 
рез центр шара, иеі)есекутся с шаровой поверхностью по 
дугам больших кругов, а каждое ребро пучка пересечется с 
поверхностью шара в двух точках. Таким образом, па по¬ 
верхности шара 1 ЧЫ получим систему больших кругов и то¬ 
чек, причем каждый круг будет соответствовать одной из 
граней пучка, а каждые две диамет})а.іьио противопололшые 
точки будут соответствовать одному из ребер того ;ке 
пучка. 

Для получения стереографической проекции п^^ка необхо¬ 
димо получить на некоторой плоскости изоб 1 )ал;ение точек и 
дуг больших кругов, полученных нами па піаі)Овой повеі)х- 
пости. Для этого принимаем за плоскость для получения про¬ 
екций, одну из диаметральных плоскостей шара, которую и 
будем называть нлоскостыо проекций. Эта плоскость пі)оек- 
ций пересечет шаровую повеі)хность по окрулѵиости боль¬ 
шого круга, которую мы и назовем основным кругом проек¬ 
ций. Выбрав плоскость проекций, отмечаем точку зрения 
(пересечения лучей), которая лелшт под плоскостью проек¬ 
ций и представляет собою точіѵу пересечения с шаровой по¬ 
верхностью иилшего конца перпендикуляра, восставленного из> 
центра шара к плоскости проекций. 

Для получения на плоскости проекций изображения систе¬ 
мы точек и больших кругов, находяіцихся па поверхности 
шара, соединяем прямой линией калѵдую точку такой систе¬ 
мы с точкой зрения. Такие прямые пе])есекут плоскость проек¬ 
ций и точки их пересечения с этой нлоскостыо будут сте¬ 
реографическими іі])оекциями ребер и граней пучка. Из 
только что описанного способа получения стереогі)афической 
проекции ясно, что все точіш и дуги ііолутферы, находящей¬ 
ся выше плоскости проекций, изобразятся точками и неко¬ 
торыми кривыми, находящимися вну^гри основного круга про¬ 
екций, а все точки нижней полусферы изобразятся в сте¬ 
реографической проекции вне основного круга проекций. 




Общие свойства стереографических проекций 
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9. ОБЩИЕ СВОЙСТВА СТЕРЕОГРАФИЧЕСКИХ 
ПРОЕКЦИЙ. 

Стереографические проекции обладают совершенно особыми, 
только и:\[ одним присущими, свойства™, которые являются 
чрезвычайно ценнымы и удобными для практических целей, 
при решении раз.іичных задач кристаллографии графическим 
путем. Зти свойства могут быть выражены двумя основными 
положениями. 

1) Круг на шаровой поверхности изобразится кругом и на 
плоскости проекций. 

2) Угол ]чежду двумя дугами больших кругов на шаре 
будет равен углу іліежду дугами кругов, изображающих данные 
дуги в стереографической проекции. 

Оба эти по.іожения представляют собою основные теоремы, 
из которых и выводятся все свойства стереографических 
проекций и методы их практического применения. 

Прежде чем приступить к доказательству этих теорем, нам 
необходимо будет установить некоторые обпще положения, 
на основании которых вывод и доказательство основных тео¬ 
рем стереогра(|)ических проекций ііо.іучает особенную про¬ 
стоту и систематичность. 

Общие и чрезычайно важные для практических целей кри¬ 
сталлографического исследования свойства стереографической 
проекции могут быть выведены из рассмотрения симметрии 
косого круглого конуса. Однако, прежде чем рассматривать 
эту симметрию, будет весьма по.іезно привести некоторые 
общие соображения относительно тех свойств окружностей, 
па которые в учебниках элементарной геометрии не обра- 
іцается достаточного внимания. Для этого нам, прежде всего, 
придется несколько иззіенить самое определение круга, срав¬ 
нительно с обычным. Мы и остановимся прелгде всего на та¬ 
ком онреде.іении. 

Если принять некоторую прямую за гипотенузу и построить 
на этой гипотенузе всевозможные прямоугольные треуголь¬ 
ники, не выходя, однако, из пределов данной плоскости, 
то вершины прямых углов совокупное™ таких ч’реуголь- 
ников расположатся по некоторой кривой .іинии. ІІо.іу- 
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ченная таким образом кривая называется кругом. Таким об¬ 
разом, круг есть кривая на плоскости, образуемая вершина¬ 
ми всевозможных прямоугольных треугольников, имеіоіцих об¬ 
щую гипотенузу и разлиадые катеты. Обнщя для всех прямо¬ 
угольных треугольников гипотенуза называется диаметром кру¬ 
га, а ее средняя точка центром круга. 

Круг обладает осью вращения, проходящею через его центр 
и перпендикулярною к плоскости круга. Благодаря этому, вся 
система прямоугольных треугольников, образуюіцих своизіи 
вершинами окружность, может вращаться в плоскости круга 
на какой угодно угол без изменения положения и вида кри¬ 
вой на плоскости. При таком вращении будет вращаться так¬ 
же и диаметр круга, постоянно оставаясь диаметром, откуда 
мы и заключаем, что ка;кдый круг обладает бесконечным чис¬ 
лом диаметров, пересекаюпщхся в центре. Каждый диаметр 
делит окружность на две равные части и может быть, следо¬ 
вательно, определен, как линия пересечения плоскости симме¬ 
трии круга, перпендикулярной к плоскости фигуры с этой 
последней плоскостью. 

Так как перпендикуляр, опущенный из вершины прямого угла 
на гипотенузу, есть средняя пропорциональная между отрез¬ 
ками гипотенузы, а каждая точка окружности есть вершина 
прямого угла треугольника, причем его гипотенузой будет слу¬ 
жить один из диаметров круга, то мы молсем вывести заклю¬ 
чение, что половина хорды есть средняя пропорциональная 
между отрезками, образуемыми этой хордой на перпендику¬ 
лярном к ней диаметре. 

Из этих общих и элементарных полол;ений мы моліем вы¬ 
вести заключение о том, что всякая кривая на плоскости, 
обладающая плоскостью сшіметрии, не лежащей в плоскости 
данной кривой, будет кругом, если только перпендикуляр, 
опущенный из какой угодно точки данной кривой на линию 
пересечения плоскости симметрии с плоскостью кривой, бу¬ 
дет средней пропорциональной между отрезками линии пе¬ 
ресечения, образуемыми данным перпендикуляром. 

Запасшись этими сведениями об особенностях и обііщх свой¬ 
ствах круга, перейдем к рассмо^грепию симметрии косого 
круглого конуса. 




Общая теорема о симметрии косого круглого конуса 
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10. ОБЩАЯ ТЕОРЕМА О СИММЕТРИИ КОСОРО 
КРУГЛОГО КОНУСА. 

Конической поверхностью называется такая поверхность, 
которая образуется движением прямой линии, имеющей одну 
неподвижную точку, причем все другие точки такой прямой 
скользят по некоторым замкнутым^ кривым линиям. Непо¬ 
движная точка конической поверхности называется центром 
этой поверхности, а вращаюпщяся линия — производящею 
(образуюпщю). 

Из самого определения конической поверхности ясно, что 
эта поверхность представляет собою, в общем случае, незаж- 
яугую пространственную фигуру. Это будет поверхность о двух 
полостях, образующая, так называемый, двойной конус. Мы 
можем отбросить один из конусов, составляющих такой двой¬ 
ной конус, и рассматривать свойства только одного конуса, 
приняв во внимание, что свойства нижнего конуса будут 
вполне аналогичны свойствам верхнего. Здесь мы рассмот¬ 
рим только симметрию косого круглого конуса, симметриче¬ 
ские свойства которого необходимо исследовать для вывода 
основных свойств и особенностей стереографических проекций. 

Возьмем на плоскости NN 
некоторый круг (рис. 101) с 
центром О. Через точку О', 
находящуюся вне плоскости 
МК я яе лежащую на пер¬ 
пендикуляре ОС, восставлен¬ 
ном из точки О к плоскоста 
ЖІѴ, проведем прямую О'ш^ 
проходяпі,ую через точку а 
окружности Цостроенной 
на плоскости NN. Приняв 
точку О' за неподвижную 
точку линии О'т, будем пе¬ 
редвигать линию О'т так, 

чтобы эта линия все время проходила через одну из точек 
окружности аЪ. Образовавшаяся, в результате движения по 

















32 


Методы изображеиия кристаллических миогограныиков 


кругу аЬ прямой О'т, поверхность О'аЪ, будет называться 
косым круглым конусом. 

Все сечения такого конуса плоскостями, параллельными пло¬ 
скости ЖІѴ' (и не проходящими через точку О'), будут по¬ 
добны сечению этой плоскостью, т. е. будут кругами. Таким 
образом, в косом круглом конусе мы имеем одну группу кру¬ 
говых сечений, образуемых параллельными плоскостями, в ко¬ 
торую и войдет сечение аЬ, 

Проведем через точку О' и перпендикуляр Ос к плос¬ 
кости кругового сечения аЪ плоскость О'аЬ. Эта плоскость 
будет, по построению, перпендикулярна к плоскости ІІ/Ж 
Кроме того, та л^е плоскость О'аЪ разделит коническую по¬ 
верхность на две равные половины, из которых одна будет 
зеркальным изображением другой. Из этого мы заключаем, 
что плоскость О'аЬ будет плоскостью симметрии косого кру¬ 
глого конуса. Возьмем точку а па производящей О а ко¬ 
нуса, лежащей в его плоскости симметрии, причем выберем 
точку а так, чтобы она находилась мелѵду точками О' и а 
прямой О'ш, Проведем в плоскости симметрии О'аЬ конуса 
линию аЪ' так, чтобы і О'а Ъ' = і О'Ьа, и проведем через 
эту линию плоскость а'р^Ъ\ Эта плоскость пересечет плос¬ 
кость круга аЪ по линии р^, а коническую поверхность по 
некоторой замкнутой кривой а'рдЪ\ В плоскоста симме^грии 
аО'Ь жи получим теперь два треугольника О'аЪ и О' а'кото¬ 
рые имеют один угол при вершине О' общий, а два других 
— равные по построению, а именно і О'аЪ' =- іО'Ьа, Ввиду 
этого, мы заключаем о подобии треугольников О'аЪ' и ОаЪ. 
Точно также легко вывести из равенства углов і ага = іЬгЬ' 
и і аа'г == іЬ'Ьг (как дополниіельные до 180® к равным 
по построению углам) заключение о подобии треугольников 
а'г а и ЬгЬ\ Из подобия этих треугольников находим: 


а г аг ' 7 ' т /ч ч 

— = — и.т а г Ь г = аг • Ьг. (1) 

Ъг Ъ г 


Так как линия р^ есть некоторая хорда круга аЪр^, аЧ 
линия аЪ — нернендикулярный к утой хорде диаметр, то' 


= аг ■ Ъг. 


( 2 ) 
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Сравнивая между собой равенства (1) и (2), находим 
= а г .Ъ'г. Из этого последнего равенства заключаем, что 
линия рг есть средняя нропорциона.іьная между отрезками 
аѴ и Ь'г. В виду того, что точка а' была взята на линии 
О'ш в произвольном расстоянии от 0\ мы можем вывести 
заключение о том, что такая же пропорциональность будет 
существовать и для всех перпендикуляров, опущенных из 
точек кривой а^Ь'р на линию аЬ\ т. е. кривая а'дЬ'р 
будет удовлетворять всем данным для характеристики круга, 
или, другими словами, замкнутая кривая а дЬ'р будет окруж¬ 
ностью. 

Из этого мы заключаем, что в косом круглом конусе имеется 
вторая группа круговых сечений, наклоненных к ііроизво- 
дяіцей О'ш, лежащей в плоскости симметрии конуса, под 
теія же углом, какой образует первая группа круговых се¬ 
чений с производяіцей О'п. 

Отложим па производящей О'ш, лежащей в плоскости 
симметрии конуса, отрезок О'а", взяв О'а" = О'Ь, а на про¬ 
изводящей О'п, лежащей также в плоскости симметрии, от¬ 
резок О'Ъ" = О'а, и соединим прямой точки а" и Ъ''. Сделав 
такое построение, получаем в плоскости сшіметрии конуса 
два треугольника О'аЪ и О'а'Ь", у которых угол при вер¬ 
шине О' общий, а стороны О'Ъ = О'а" и О'а = О'Ъ" по по¬ 
строению. На основании этого заключаеві о равенстве тре¬ 
угольников О'аЪ и 0'а"Ъ'\ а также и о равенствах углов 
і 0'а"Ъ" = і О'Ъа и і 0'Ъ"а" = і О'аЪ. Кроме того, вслед¬ 
ствие равенства аа" и ЪЪ", заключаем о равенстве Ла" = ЛЪ, 
а также о равенстве аЛ = сІЪ". 

На основании этих равенств, проведя прямую О' сі, за¬ 
ключаем о равенстве углов і (і О'а" = і сЮ'Ъ. Приняв линию 
О'Л за ось вращения конуса, мы увидим, что при повороте 
вокруг этой оси на 360® конус 2 раза совместится с своим 
первоначальньш положением, причем линии а"(і и 6"с? будут 
совмепщться с равными им линиям Ъсі я а сі. Из этого 
закіючаем о том, что О' сі представляет из себя двойную ось 
симметрии косого круглого конуса. Так как эта двойная 
ось симметрии находится в плоскости симмеі’рии косого кру¬ 
глого конуса, то, как. равнодействующий элемент симметрии, 

13: КРИСТАЛЛОГРАФИЯ 3 
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МЫ выведем плоскость сшшетрш О перпендикулярную к 
первоначально найденной нами плоскости симметрии О'аЪ, 
Таким образом, косой круглый конус обладает двумя плос¬ 
костями симметрии, пересекающимися ме;кду собой в оси 
конуса, которая является двойной осью симметрии, и, сле¬ 
довательно, эта фигура по своей симметрии относится к 
ромбопирамидальиому виду. 

Резюмируя все, сказанное выше, мы молѵе^ді вывести сле¬ 
дующее заключение относительно общих свойств косых кру¬ 
глых конусов. 

Каждый косой круглый конус имеет две группы круговых 
сечений, другими словами, через калѵдую точку оси косого 
круглого конуса можно провести два, не параллельных друг 
другу, круговых сечения. Оба эти сечения будут наклоне¬ 
ны под одинаковыми углами к оси симметрии конуса, и бу¬ 
дут пересекаться друг с другом по линии, лел^ащей в од¬ 
ной из плоскостей симметрии косого круі^лого конуса, при¬ 
чем другая плоскость симметрии будет перпеидикулярпа к 
плоскостям обоих круговых сечений. Каждое круговое се¬ 
чение одной и той же груіты будет образовывать с одной 
из двух производящих конуса, расположенных в перпенди¬ 
кулярной к данному круговому сечению плоскости.симметрии, 
определенный угол, равный углу, образуемому круговым се¬ 
чением другой группы с второй производящей, распололхен- 
ной в той Лге плоскости симметрии косого круглого конуса. 

И. ПЕРВАЯ ОСНОВНАЯ 
ТЕОРЕМА СТЕРЕОГРАФИЧЕСКИХ ПРОЕКЦИЙ. 

Первая основная теорема стереографических проекций мо¬ 
жет быть форму-тирована таким образом: 

Е^уг па ша]ое изобраоісаепгся пругом п в стереографи¬ 
ческой проекции, 

Н Доказательство, основанное на свойстве косого 
круглого конуса. 

Положим, на поверхности сферы нам дана некоторая точка 
Р (рис. 102), которая является сферическим центром неко- 
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Рис. 102. 


торого круга аЪ на поверхности шара. Для изображения 
этого круга в стереографической проекции, мы должны соеди¬ 
нить все точки проектируемой 
окружности аЬ с точкой зрения /5. 

В результате такого построения по¬ 
лучим, в общем случае, косой круглый 
конус 8аЪ с круговым сечением аЪ, 

вершиной 5 и осью Р8. Проекцией - Ѵ\ V' \ а - 

круга аЪ будет служить некоторое 
сечение построенного конуса 8аЬ с 
плоскостью проекции ЖЖ Прове¬ 
дем через точки /5, Р и центр 
шара О плоскость, которая, в виду 
своего прохождения через центр 
шара, пересечет сферу но дуге большого круга Р318К 
Эта плоскость, будучи перпендикулярна к круговому сечению 
конуса, и проходя через вершину 5, будет плоскостью симме¬ 
трии косого круглого конуса 8аЬ. Из рассмотрения симме¬ 
трических свойств косого круглого конуса, мы знаем, что 
положение группы круговых сечений мо;кет быть определено 
углом наклона данного кругового сечения к одной из произ¬ 
водящих конуса, лежащих в плоскости симметрии, перпен¬ 
дикулярной к плоскости кругового сечения. Таким образом, 
положение одной группы круговых сечений, к которой при¬ 
надлежит сечение аЬ, может .быть определено углом аЬ8 по 
отношению к прои.зводящей 8Ь, Заметим, что этот угол, 
как имеющий вершину на окружности, и.змеряетсл половиною 
дуги, заключенной между его сторонами: 


іаЪ8- 


аМ 4- 


аМ + 4- 
' 2 


так как ^ М8 = ^ ^ что ясно из чертежа. 

Вторая группа круговых сечений, на основании доказан¬ 
ных выше симметрических свойств косого круглого конуса, 
определится углом наклона, равным углу аЪ8 по отношению 
к производящей 8а. Так как, угол Nа 8 есть угол, имеющий 
вершину внутри круга, то, по известной теореме элемеи- 

3* 
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тарной геометрии, он измеряется полусуммою дуг, заклю¬ 
ченных между его сторонам и продолліениями их: 

іВа8== -- -- -- , 

так как и N8 = ~ • 

и 

Таким образом мы находим, что іаЪ8=^і^а8 и, сле¬ 
довательно, сечение построенного нами косого круглого ко¬ 
нуса плоскостью проекций будет относиться к другой группе 
круговых сечений, т. е. будет кругом. 

Итак, мы доказали требуемое. Заметим, что в виду того, 
что точки Р и /§ были взяты на С({)ере совершенно прои.з- 
вольно, мы можем вывести закіючепие, что тот же самый 
вывод получится и Д.ІЯ больших кругов на шаре — они 
таклѵе изобразятся кругами в стереографической проекции. 


2. Доказательство. 

Проведем на шаре Грис. 103) круг диаметра аЪ, и соединим 
все точки этого круга с точкой зрения 5. При таком построении 

получим конус с вершиной в точке 
с и с круговым сечением аЬ. Пере¬ 
сечем шар плоскостью, проходящею 
через цетр шара О, точку зрения 
5 и центр круга аЪ. В сечении 
построенного конуса этой плос¬ 
костью получим треугольник аЬс. 
Сечение плоскости проекций с ко¬ 
нусом даст в построенной плос¬ 
кости линию Проведем;?^ аЬ, 
так, чтобы эта линия пересеклась 
с линией тп в некоторой, произ¬ 
вольно выбранной, точке г. По построению имеем: іаЬз 
=^ірдс и іЬаз = ідрз. Угол аЬз, имеющий вершину на 
окружности, измеряется половиною дуги ^ аз = ^ аМ + 31з 

= + Таким обра.зом, величина угла аЪс равна 





Рис. 103. 
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- - - Угол іѴш5, как имеющий вершину внутри круга, 

измеряется полусуммой дуг, заключающихся мелщу его сто- 
ронами, т. е. величина угла втз равна — | — — = — ^ • 

Из этого рассуждения заключаем о равенстве углов аЪзті Ктз, 

Так как в треугольниках 77ггр и (ігп углы ^гп рав¬ 

ны, как вертикальные, а і р^з = іаЪз = і Втз = і Г7пр, по 
толЕ>ко что доказанному, то мы заключаем о подобии треуголь¬ 
ников шгр и ^^п, Так как в подобных треугольниках сход¬ 
ственные стороны пропорциональны, то мы имеем: ^ 

кт рг • ^^ = тг • гп, В виду того, что аЪ есть диаметр 
кругового сечения косого круглого конуса, то и всякое 
сечение этого конуса плоскостью, параллельною кругу 
а6, даст также круг. Таким образом, сечение того 
же конуса, также круговое и 
является диаметром этого круга. Вос¬ 
ставив из точки г этого диаметра 
перпендикуляр и продолжив этот пер¬ 
пендикуляр до персечения с окруж¬ 
ностью в точке с (рис. 104), найдем ^ 
гс^ = рг • 

Это последнее соотношение полу¬ 
чается на основании известной теоремы 
о том, что перпендикуляр, опущенный 
из произвольно взятой точки окруж¬ 
ности на диаметр, есть средняя пропорциональная между 
отрезками диаметра. Так как рг • г = шг • 7 'то 

ГС^ = 7У1Г • гп. 

Заметим, что перпендикуляр г с представляет собою тнию 
пересечения двух сечений конуса, а именно сечения 7 ппі[ рд. 
Передвигая сечение рд пара.ілельно самому себе, мы можем 
для любой точки кривой пересечения поверхности конуса 
аЪз плоскостью шп найти то же самое отношение, гс^=- тг -тщ 
так как точка г была взята совершенно произвольно. Из 
этого мы заключаем, что и сечение тп будет также обла¬ 
дать тем свойством, которым обладает только окружность, 
и, следовательно, будет круговым сечением. ' 
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12. ПОЛОЖЕНИЯ, ВЫВОДЯІЦИЕСЯ ИЗ ПЕРВОЙ 
ОСНОВНОЙ ТЕОРЕМЫ СТЕРЕОГРАФИЧЕСКИХ 
ПРОЕКЦИЙ. 


Положим, что плоскость проекций перпеидикулярпа к плос¬ 
кости чертежа (рис. 105) и пересекается с этой последней 
по линии ЖЖ Возьмем произвольную плоскость, также пер¬ 
пендикулярную к плоскости чертеліа и проходяпі,ую через 
центр шара О. Пусть эта плоскость пересечет плоскость 
чертел;а по линии а 6 и, в то же время, пересечет поверх¬ 
ность шара по 
дуге большого 
круга. Соединяя 
прямЫі\ш линиями 
все точки этой 
дуги с точкой зре¬ 
ния 5, получим 
поверхность ко¬ 
сого круглого ко¬ 
нуса, одно из кру¬ 
говых сечений ко¬ 
торого в пересе¬ 
чении с плос¬ 
костью чертежа 
(рис. 105) даст две точки, а и Ь, которым в граммастерео- 
гра(1)ической проекции будут соответствовать точки а и Ъ\ 
Остальные точки граммастереографической проекции той же 
плоскости аЬ образуют на плоскости проекций второе круго¬ 
вое сечение того же конуса. 

Пусть на рис. 105 Ос — направление, перпендикуляр¬ 
ное к плоскости кругового сечения аЪ; сз — линия, проек¬ 
тирующая направление с О на плоскость чертежа; с —про¬ 
екция этого направления, называемая полюсом круга аЬ\ 
Положение 1. Линия сз (рис. 105), проектирующая 
направление с О, служит осью косого круглого конуса азЬ, 
одно из круговых сечений которого аЬ находится в плос¬ 
кости, перпендикулярной к направлению с О. 
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Заметим прежде всего, что в случае справед.ішвости этого 
поло;кеиия, сз, как ось конуса, должна образовать равные 
углы с производящими конуса, находящимся в плоскости, 
проходящей через ось конуса. Одной из таких плоскостей 
и будет плоскость чертенка (рис. 105), по отношению к ко¬ 
сому круглому конусу азЪ^ имеющему одно из круговых се¬ 
чений в плоскости МN^ а другое — в плоскости аЪ, 

На основании построения (рис. 105) мы имеем следующие 
данные: Ос±аЪ 

рз МК. 

Требуется доказать, что і сзЪ = і сза. 

Так как угол Ъза^ как опирающийся на диаметр а5, равен 
прямому, и, кроме того, і Ъза = і сзЬ + і сза, то при ра¬ 
венстве углов сзЪ и сза каждый из этих углов должен рав¬ 
няться половине прямого, т. е. измеряться дугой в 45®. Но 
угол сзЪ, как имеюищй вершину на окружности, измеряется 
половиной дуги стЪ, а угол сза измеряется половиной 
дуги сра. Обе эти дуги равны между собой, так как каждая 
из них заключена меящу сторонами прямого центрального 
угла. 

Эти углы будут: ісОЪ для дуги сшЪ ж і сОа для дуги сра. 

В виду этого: і Ъзс = і сза = 45®.> 

Кроме того, принимая во внимание, что плоскость рис. 105 
будет одной из плоскостей симметрии косого круглого ко¬ 
нуса Ъза, заключаем, что .тния сз будет осью этого конуса. 

Положение 2. Плоскость дг, делящая пополам угол между 
изображаемой плоскостью и плоскостью проекций, перпен¬ 
дикулярна к оси зс косого круглого конуса Ъза (рис. 105). 

По условию теоремы і М0^ = і с[ОЬ. 

Требуется доказать, что перпендикулярна сз. 

Так как по построению Ор перпендикуярна МN, г, с О 
перпендикулярна аЬ, то углы Ь'ОЬ и сОр равны между со¬ 
бой, как углы с взаимноперпендикулярныт сторона™. Из 
этого равенства заключаем о равенстве дуг тЬ ж ср. Угол 
сзр равен половине центрального угла сОр, как угол, 
имеющий вершину на окружности, и опирающийся на ту 
же дугу ср. 
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Так как і МО^ равен половине угла МОЪ, то заключаем 
о равенстве углов: і МО^ = ісаО, Б виду перпендукулир- 
ности МО II Оз заключаем, что сз перпендикулярна г/г. 

Положение 3. Большие круги на шаре изобралніются 
в стереографической проекции кругами, проходящими через 
концы одного из диаметров основного круга проекций. 

Представим себе (рис. 106) центршігьный разрез шара азЪр^ 
перпендикулярный к плоскости проекций. 

Пусть прямая аЪ есть .пиния пересечения одной из плос¬ 
костей проектируемого пучка, перпендикулярных к плоскости 

чертелѵа (рис. 106). Проекти¬ 
руемая плоскость пересекает 
шар по дуге большого круга; 
этой дуге будут принадлелшть 
точки а и /;. 

Кроме того, на той л^е дуге- 
большого круга будут нахо¬ 
диться две точки пересечения 
с поверхностью шара перпенди¬ 
куляра, восставленного в точке 
О к плоскости рисунка 106. 
Б граммастереографической 
проекции точка а изобразится 
точкой а', а точка Ъ — точкой Ь', 

Приняв Ь'а' за ось враищния, повернем плоскость проекций 
на 90® вокруг этой оси. 

После такого поворота, плоскость проекций совместится 
с плоскостью чертежа рис. 106, а линия пересечения плос¬ 
кости біЬ с П.ІОСКОСТЫО проекций совпадет с линией зр^ 
причем точки з я р совпадут с точками линий пересечения 
двух плоскостей, находящизіися на сфере. 

Таким образом, граммастереографической проекции плос¬ 
кости аЪ будут теперь принадлежать точки а', Ъ\ з и р. Про¬ 
ведя через эти точки окружность, получаем искомую грамма- 
стереографическую проекцию диаметральной плоскости. 

Из чертежа ясно, что круг, изображающий данную плос¬ 
кость аЬ в граммастереографической проекции, проходит 
через концы диаметра зр основного круга проекций. 
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Заметим, что угол азЪ имеет вершину в точке 5 пересе¬ 
чения двух кругов азЪр и а'зЬ'р и опирается на диаметр 
аЬ круга азЪр, 

Из этого мы заключаем, что угол азЬ прямой, а линия а'Ъ' 
служит диаметром круга а'зЪ'р и, следовательно, центр этого 
круга будет точка 0^, находящаяся на тнии аЪ' и де¬ 
лящая ее пополам. 

Восставим из точки О перпендикуляр Ос к линии аЪ. 

Соединив зле прямой .ѵс, получаем точку — грамма- 
стереографическую проекцию направления Ос, В виду того, 
что Ос перпендикулярна аЬ, точка с^ будет гномостерео¬ 
графической проекцией грани аЬ, По уже известному нам 
свойству стереографических проекций будет точкой пере¬ 
сечения оси 8 с конуса аЪз с плокостыо проекций, и будет 
находиться на одинаковом угловом расстоянии от всех точек 
круга а'Ъ\ изображающего грань аЬ ъ граммастереографи- 
ческой проекции. 

В виду того, что угол конуса азЪ равен 90®, мы имеем 
углы между осью конуса зс и его производящими равными 45®. 

Заметим, что в стереографической проекции расстояние 
с^а зіежду двумя точказш, находящимися на одном и том 
же диаметре основного круга проекций, соответствует не¬ 
которому углу мелщу направлениями Ос и Оа, проектирую- 

/ , / іаОс 

іцимися в данных точках и а, причем іа 8С^ = —-— 

Отрезок прямой а'^, заключенный между сторонат зс^ и за 
угла а зс^, будет соответствовать углу соа между проекти¬ 
руемыми направлениями Ос ж О а. Так как і сза = = 45®, 

то угол сОа = 90®. 

Таким образом точка с^ будет граммастереографической 
проекцией направления Ос, находящегося на угловом рас¬ 
стоянии, равном 90® от всех точек круга а'Ъ\ представляю¬ 
щих собою граммастереографические проекции направлений, 
лежащих в плоскости а6, перпендикулярной направлению Ос, 
т. е. направлений, перпендикулярных Ос. 

В виду этого, точка с^ — граммастереографическая проек¬ 
ция направления, перпендикулярного каждому направлению. 
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проектирующемуся! в одной из точек дуги круга а'Ь\ назы¬ 
вается полюсом этой дуги. 

Положение 4. Угол, между двумя направлениями, ііред- 

в граммастереогра(|)ической 
проекции, измеряется дугой 
основного круга проекций 
«2 ^ 2 ? заключенной :чежду пря¬ 
мыми, ііроведенньыіи через 
точки и из точки — 
полюса дуги болілііого круга, 
проходящего через данные 
точки Уі Ъу 

Пололшм, оа и оЪ — два 
направления, проходяіцие 
через центр о шара (изо¬ 
браженного в перспективе 
па рис. 107). Как известно, 
угол зіежду этими напра¬ 
влениями измеряется дугой аЪ большого круга пЬауп, про¬ 
ходящего через данные направления и определяюіцего диа¬ 
метральную плоскость оаЪ шара. 

Приняв 5 за вершину, а большой круг пЪаш за одно 
из круговых сечений косого круглого конуса 8 пЬат, по¬ 
строим ось 8 с этого конуса. Провед езі две плоскости через 
ось 8 с конуса и точки а и &. Эти плоскости, изображенные 
на рис. 107 дугами сЪК 2 8 и саа 28 ^ пересекутся с плоско¬ 
стью проекций оа, 2 \NМ по прямым с^а^ и с^Ъ^, Так как 
точки а Уі 8 находятся в плоскости саа^З, то линия 8 а — 
проектируюпщй .іуч для точки а — будет лежать в той же 
плоскости саа. 28 . Точно так ;ке линия Ъз, проектирующий 
луч для направления о/>, будет лежать в плоскости сЬЬ^З. Б 
этих же плоскостях будут находиться и грамзіастереогра(})и- 
ческие проекции и данных направлений о а и о к Кроме 

того, точки и должны лежать на линиях с^а^ и с^) 2 , 

так как и являются точками пересечения .іиний а 8 и 
а также линий Ь 8 и с^Ь^- 

Проведезі плоскость пиіт, де.іяпі;ую пополам двугранный 
угол между плоскостязш ігЬат и ^ 62 ^ 2 ^* Так как плоскость 


ставленными точками и 
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пгііш (согласно уже доказанной теореме) перпендикулярна 
к линии с8, через эту линию проходят плоскости сЬЬ^8 и 
саа^8^ то мы заключаем, что плоскость пиіш перпендикуляр¬ 
на к обоим плоскостям сЪЬ^Зж сао^8. Благодаря этому, сфе¬ 
рические треугольники піа^ пгіЪ^ піа^ и пик^ будут прямо¬ 
угольными, причем прямые углы находятся при вершинах и 
и і. Так как вершина п и сторона пі будут обіцими для 
двух прямоугольных сферических треугольников піа ж піа^, 
то мы заключаем о равенстве этих треугольников. На том 
же основании заключаем о равенстве треугольников пиЪ в. 
п и 62 - Из этих равенств непосредственно вытекает равенство 
дуг 72а и іг 6 ^ 2 , а также дуг пЪ уі пЪ^, 

Таким образом, имеем: 

па = па^ (1) 

пЪ = П &2 ( 2 ) 

Вычтя из первого ( 1 ) равенства второе ( 2 ), получаем: 
па — пЬ == па^ — пЪ^ или 
а1) —■ 6^2 ^ 2 * 

Из этого мы видим, что дуга основного круга проекций, 
заключенная между стороназш угла измеряет собою 

угол между данными направлениями, изображенными в грамма- 
стереографической проекции точками а^ и 

Из предыдущего рассуждения непосредственно вытекает 
способ измерения углового расстояния между двумя направ¬ 
лениями, изображенными в граммастереографической проек¬ 
ции точкахми и Для такого измерения мы можем про¬ 
вести через данные точки и дугу большого круга, найти 
полюс этой дуги и соединить прямы^ш точку с данны¬ 
ми точками а^ и Дуга а^Ъ,^, заключенная между точками 
а .2 и 62 пересечения проведенных прямых с^а^ и с ос¬ 
новным кругом проекций, даст искомый угол. 
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13. ВТОРАЯ ОСНОВНАЯ ТЕОРЕМА СТЕРЕОГРАФИ¬ 
ЧЕСКИХ ПРОЕКЦИЙ. 

Вторая основная теорема стереографических проекций мо¬ 
жет быть формулирована таким образом: 

Угол меоюду двумя дугами болыагіх щзугов па таре ра¬ 
вен углу меоюду граммастереографгічеспими проекциями 
пзобраоюепых граней. 


Пололшм, (рис. 108) нам даны на шаре две дуги больших 
кругов, отрезки которых изображены на рисунке двумя кри- 




выми аЪ ж сб. 
Углом между 
_ дугами двух пере- 



/ секаіоіцихся кру- 

/ к :/ / / \ 


^ / гов называют угол. 



^ / образуемый каса- 


/ тельными к кру¬ 

/ I ! •' ' 

гам, проведен¬ 



N. І|// у 


ными через точку 

8 ' 


их пересечения. 

8 


Так как каса¬ 

І^ПС. 108 . 

дикулярны радиусам, проведенным 

тельные нерпеп- 
в точки касания, то угол 


между двумя иересекаюіцимися кругаіми будет равен углу 
между радиусами этих кругов, проведенными в точку их 
пересечения. 

Если мы имеем две нересекаіоідиеся между собой дуги боль¬ 
ших кругов на шаре, то обе касательные к таким кругам, 
проведенные через то^іку их пересечения, будут находиться 
в плоскости, касательной к шару, в точке пересечения этих 
кругов. 

Проведем касательные ПБ и к дугам аЬ и ей в 

точке их пересечения А. Эти касательные будут лежать в 
плоскости, касательной к поверхности шара в точке А. 

Положим и — граммастереографические проек¬ 
ции дуг аЪ ті сЛ на плоскости проекций ЫУ, а точка А^ — 
граммастереографическая проекция радиуса О А шара. 










Вторая основная теорема стереографпческпх проекций 
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Соединив все точки дуги аЬ с точкой зрения 5, найдем 
часть поверхности косого круглого конуса, для которого ли¬ 
нии аз^Ъз и Аз будут служить образуюнщми. 

Точно таким же построением найдем производящие сз, сіз 
ж Аз другого косого круглого конуса. Оба эти конуса пе¬ 
ресекаются в обпщй производящей Аз. Проведем плоскости, 
касательные к каждой из двух конических поверхностей в 
их общей производящей Аз. 

В каждой из этих плоскостей будут лежать все касатель¬ 
ные, проведенные в одну из точек общей образующей Аз 
обоих конусов к какому угодно разрезу соответственного ко- - 
нуса. 

В частности, в таких плоскостях будут находиться также 
и касательные к круговым сечениям конусов. 

Так как из круговых сечений конуса аЪз дуга аЪ будет 
частью окружности, а другое круговое сечение того же ко¬ 
нуса будет находиться в плоскости 31 N. причем часть этого 
сечения изображена на рисунке отрезком дуги то в пло¬ 
скости А Лр касательной к поверхности первого конуса, будут 
находиться, как касательная к кругу аАЪ, проведенная через 
точку Л.р так и касательная к кругу а^А^Ъ^.^ проведенная че¬ 
рез точку Пр Продолжим эти касательные до их пересече¬ 
ния в точке В. Находим треугольник АА^В. Произведя 
точно такое ;ке построение для касате.іьной к плоскости с Аз., 
найдем треугольник АА^В^ 

Приняв А за центр, оітпіем на шаре, произвольным ра¬ 
диусом АЬ, круг аЬсА, и соединим все точки построенной 
окружности прямыми с точкой зрения 5. Получим третий ко¬ 
сой круглый конус с вершиной 5 и одним из круговых се¬ 
чений аЬсА. Другое круговое сечение этого конуса будет 
круг на плоскости чертежа 

Заметим, что плоскость, касательная к поверхности шара 
в точке П, будет параллельна плоскости круга на шаре аЪсА, 
для которого точка А является сферическим центром. В ви¬ 
ду этого, .іиния А В, лежащая в плоскости, касательной к 
шару в точке А, будет параллельна линии />/с, лежащей в 
плоскости круга аЬсА и соединяющей точку Ъ с точкой к — 
пересечения плоскости круга аЪсА с линией зА. Из этого 
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МЫ заключаем, что іВ А = і Ысз, Но, по предыдущей тео¬ 
реме мы знаем,что іЬ'к8 = іАА^В, Следовательно, [ВА А^ = 
і АА^В ж треугольник АВА^ — будет равнобедренным, 
причем АВ = А^В, 

При помощи совершенно такого же рассулдепия мы мо¬ 
жем доказать, что іВ^АА^ = іАА^В^ и АВ^ = А^В^ 

Соединив прямой ВВ^ точіш и Д, получим два тре¬ 
угольника АВВ^ и А^ВВ^, у которых сторона ВВ^ будет 
общей, а другие стороны попарно равными друг другу. Та¬ 
ким образом, три стороны треугольника ВАВ^ равны а рем 
• сторонам треугольника ВА^В^, откуда заключаем, что 
ІВАВ^ = ІВА,В,. 

Так как і ВАВ^ является углом мелщу касательными к 
дугам кругов аЬ и а угол ВА^В^ служит углом* мелѵду 
касательными к дугам кругов и то мы выводизі 
следующее заключение. 

Если провести в плоскостях двух больших кругов на сфере 
касательные к этим кругами в точке их пересечения, то угол 
мел^ду касательными будет равен углу мелѵду касательными 
к кругам, изобралѵаюіцим данные два болывие круга в 
граммастереографической проекции. 

14. СВЯЗЬ МЕЖДУ ПРОЕКЦИЯМИ ЛИНЕЙНОЙ, 
ГНОМОНИЧЕСКОЙ И СТЕРЕОГРАФИЧЕСКОЙ. 

Очень легко установить общую связь между изображени- 
яъш в линейной, гномонической и стереографических проек¬ 
циях, если только расстояние центра пучка от плоскости .ли¬ 
нейной или гномонической проекции будет равно радиусу 
основного круга стереографических проекций. 

Установление такой связи имеет важное практическое зна¬ 
чение при графическом решении задач в проекциях, так как, 
пользуясь этой связью, можно всегда значительно упростить 
необходихмые построения и свести их к минимуму. 

Иоложим, аяЬср представляет собою диаметральный раз¬ 
рез шара плоскостью рисунка 109, причем О — центр шара. 
ММ ж аЬ — линии пересечения двух плоскостей, перпен¬ 
дикулярных к плоскости чертел\а, с этой последней. ММ — 
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ПЛОСКОСТЬ проекций; 5 
— точка зрения, Ос — 
направление , перпен¬ 
дикулярное к плоскости 
аЪ. 

ІІри изображении в 
стереографических про¬ 
екциях О будет центром 
пучка проектируемых 
плоскостей и направле¬ 
ний, причем одной из 
жость аЪ. 

Соединив точку зрения 5 прямыми с точками а и Ь, полу¬ 
чим две точки ж — концы диаметра круга, изобра¬ 
жающего данную грань аЪ в стереографической проекции. 

Соеденив 8 в с прямой 5 с, получаем точку — грамма- 
стереографическую проекцию направления Ос, перпендику¬ 
лярного к проектируемой грани а 6. 

Как мы знаем, будет служить одновременно полюсом 
дуги круга и гномостереографической проекцией 

грани аЪ, 

Приняв за плоскость изображения в линейных проекциях 
ту же плоскость МN в взяв расстояние центра пучка от 
плоскости проекций равным радиусу Оз, мы должны будем 
для получения линейной проекции поместить центр пучка 
ниже плоскости чертежа. 

Этого мы достигнем, перемещая все грани и ребра пучка 
параллельно самим себе до тех пор, пока они не пересекутся 
Б новом центре пучка — точке 5. 

Проведя ^8 параллельно аЪ ж 8 сі параллельно Ос, мы осу¬ 
ществим на нашезі чертеже (рис. 109) такое перемещение 
граней и ребер пучка. 

Точка Л персечения линий ЖЖ и 5 с? будет линейной про¬ 
екцией ребра Ос, ж точка ^ будет одной из точек линейной 
проекции грани аЪ. 

Так как Ос параллельна 8Л, то углы сОр и ЛзО равны. 
Кроме того, также равны углы Осс^ и с^зЛ. 



5 

Рис. 109. 

таких плоскостей и является плос- 
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В треугольнике Осз стороны Ос и О 5 равны, как радиусы 
одного и того же круга, а потому і Осс^ = і с^зО, Из -этих 
равенств заключаем о равенстве углов кзс^ и с^зО, 

Таким образом, линейная проекция ребра представляет 
собою точку, находяп];уюся на вдвое большем угловом рас¬ 
стоянии от центра проекций, сравнительно с расстоянием от 
того же центра граммастереографической проекции этого 
ребра. 

Треугольник зОа имеет две равные стороны — радиусы 
круга Оа л 3 О. В виду этого, і Оаз = I Оза^ Так как 
прямоугольные треугольники а^зЪ^ и зОа^ имеют обіций 
угол (неравный прямому) і Оа^з, то эти треугольники по¬ 
добны и і Оза^ = і 0\з. 

Точно ташке подобны и прямоугольные треугольники азЬ 
и Ъй^з, Из этого подобия заключаем: і сІ^зЬ = і Оаз, Так 
как і Оаз = і О^а^, то іЛ^зЬ = і ОЬ^з, откуда зашіючаем, 
что треугольник \Аз — равнобедренный и = йз. 

Из подобия прямоугольных треугольников аЛ^з и о^з\^ 
имеющих равные углы (і^аз и а^Ь^з^ .заключаем оравеистъе: 

і Ла^з = і Лза^, 

На основании этого равенства углов, треугольник йа^з 
также будет равнобедренным и линия Ла^^ Аз, 

Таким образом, в результате этих рассулсдений мы имеем: 

т. е. точка А — линейная проекция направления 
ос — находится посредине линии а^Ъ^ и слулшт центром 
круга, представляющего граммастереографическую проекцию 
плоскости аЬ, перпендикулярной к Ос. 

Приняв линию ММ за ось вращения, повернем нашу 
плоскость проекций на 90® до совмещения ее с плоскостью 
рисунка 110. 

В этой плоскости мы будем иметь: тпт^п^ — основной 
круг проекций и все четыре проекции грани аЬ: 

1) \па^щ — граммастереографическую проекцию грани 
аЪ; 2) Сі — гномостереографическую проекцию той же грани; 
Ъ) Ы — линейную и 4) й — гномоническую проекции 
грани аЪ, 
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Из рис. 109 МЫ видим, что взаимоотношение между точка¬ 
ми и совершенно аналогично соотношению между точ¬ 
ками и д. 

Б самом деле, по построению мы имеем: Ос параллельна 
^8, а с другой стороны Оа параллельна зд. Точка с^ полу¬ 
чается пересечением линии зс с плоскостью чертежа, а точ¬ 
ка получена пересечение^ч линии аз с плоскостью чертежа. 

Подобно тому, как сі и соответствуют плоскости аЬ, 
представляя й — центр и точку окружности граммастерео- 
графической проекции этой плоскости, точно так же д и 
соответствуют направлению с О, представляя д — центр, а ^ 
точку окружности гномостереографической проекции напра¬ 
вления с О. 

В последнем легко убедиться, приняв во внимание, что 
зд ±. сО^ так как зд Ц Оа, а Оа .Б сО. 

Б виду этого, точка д будет центром, а — радиусом 
круга^ проведенного через точку и через концы диаметра 
пщ (рис. 110) основного круга проекций. 

Перейдем теперь к рассмотрению рис. 110, на котором 
точки, отвечаюіцие точкам рисунка 109, отмечены одинаковыми 
буквами. 

Проведем из точки д, как из центра, приняв дс^ за ра¬ 
диус, круг с^пщЫ, 

Этот круг также пройдет через концы диаметра как 
и круг центром которого будет служить точка Л, 

Точка а^ круга а^пЬ^щ будет находиться на угловом рас¬ 
стоянии от центра О, основного круга проекций, вдвое мень¬ 
шем, сравнительно с расстоянием точки д от того же цен¬ 
тра О, так как (рис. 109) Оа \ зд ж і О аз = і Оза = і азд; 
следовательно: і Озд = 2 і Оза. 

Точно также легко доказать (рис. 110), что каждая точка дуги 
па^п^ будет находиться на расстоянии от центра О вдвое мень¬ 
шем, сравнительно с расстоянием от того же центра О со¬ 
ответственной точки прямой М. Соответствие точек этой 
прямой и точек дуги па^п^ мы установим, проведя прямую 
через одну из точек прямой 1с I и через центр О основного 
круга проекций. 

Точка представляет собою граммастереографическую про- 

13: КРИСТАЛЛОГРАФИЯ 4 
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к 



екцию ребра, которое можно рассматривать, как .іинию пере¬ 
сечения пучка плоскостей. 

Эти плоскости в граммастереографической проекции изобра¬ 
зятся дугами больших кругов, проходящих через точку 
Гномостереографическая проекция ребра, изображаемого 
в граммастереографической проекции точкой будет кру¬ 
гом а гномостереографические проекции (полюсы) 

плоскостей, проходяпщх через это ребро, будут точки, рас¬ 
положенные по окружности круга Ъ^па^п^, 

Гномони^еская проекция ребра Ос будет прямая /с?, а гно- 
монические проекции пучка плоскостей, пересекающихся в 
ребре Ос, изобразятся точками, лежащими на прямой Ы. 

В самом деле, перпендикуляры к плоскостям такого пуч¬ 
ка, проведенные через центр пучка, будут лежать в плос¬ 
кости 8^, перпендикулярной к ребру Ос, Плоскость 8^ даст 
в пересечении с плоскостью проекций Ж ІѴ прямую А*Эта 
прямая будет линейной проекцией плоскости 5 ^ и в то же 
время гномонической проекцией перпендикулярного к ней 
ребра Ос (или 8Л, параллельного Ос). Лено, что перпенди¬ 
куляры к плоскостям пучка граней, пересекаюпщхся в ребре 
Ос (или 8Л), изобразятся точками, лежащими на прямой Ы\ 
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итак, в лшейной проекции плоскость 8^ даст прямую Ы; 
ребра, лежащие в этой плоскости, дадут точки на прямой Ы. 

Таким образом, каждая точка линии кі представляет со¬ 
бою гномоническую проекцию одной из плоскостей, прохо¬ 
дящих через ребро Ос, 

Полюсы граммастереографических проекций таких плос¬ 
костей изобразятся точками окружности а дуги боль- 

піих кругов, изображающие те же плоскости в граммастерео- 
графической проекции, будут проходить через точку 

Так как гномоническая проекция ка;кдой плоскости пучка 
будет центром круга, изображающего ту же плоскость в 
граммастереографической проекции, то каждая точка прямой 
кі будет центром большого круга, проходящего через точку 
Таким образом, линия кі будет геометрическим местом 
центров больших кругов, проходящих через точку с^. 

В треугольнике с^^8 (рис. 109) угол 6^8^ равен сумме двух 
углов и 08^, 

Из прямоугольного треугольника с^08 имеем: 

і 0с^8 = 90^ — і с^8 0 (а) 

Кроме того, і (і^8^ = 90® == і с1^8с^ + і с^8д[. 

Так как і Л^8с^ == і с^8 0, то 

^с^8^ = 90® — іс^8 О (Ъ) 

Из равенств (а) и (Ь) заключаем, что і с^8^ = і 0с^8 уі 
треугольник с^д8 будет равнобедренным, т. е. с^^ = ^8. 

Так как — гномостереографическая проекция некоторой 
плоскости пучка; д — точка пересечения 'диаметра 8^(і 
с линейной проекцией той же плоскости ж 8 — точка зре¬ 
ния, то из только что выведенного равенства с^^ = ^8 мы 
можем получить определенное соотношение между положе¬ 
нием точек д и Ср а именно: 

Расстояние гномостереографической проекции некоторой 
плоскости пучка от ее линейной проекции равно расстоя- 
1 нию точки ^ — пересечения диаметра, проходящего через 
с линейной проекцией данной плоскости, от точки зре- 
1 ния 5 . 


4 
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Если точку ^ мы примем за центр круга, проходящего 
через точку 5, то такой круг будет граммастереографичес- 
кой проекциеіі плоскости, перпендикулярной к данной. 

На основании всего только что изложенного мы устанав¬ 
ливаем связь между линейной и гиомонической проекциями 
с одной стороны и стереографическими проекциями с другой. 

Как мы виде.т выше, эта связь может быть установлена 
следующие положениям. 

1. Гномоиическая проекция некоторой плоскостность ценір 
круга, представляющего ту ;ке плоскость в граммастерео- 
графической проекции. 

2. Линейная проекция ребра есть центр круга, представ¬ 
ляющего гномостереографическую проекцию того же ребра. 

3. Линейная проекция некоторой грани представляет со¬ 
бою геометрическое место центров дуг больших кругов, про- 
ходянщх через гномостереографическую проекцию той же 
грани. Центр О основного круга находится ме:жду этим 
проекциями. 

4. Гномоиическая проекция ребра есть геометрическое 
место центров больших кругов, проходящих через грамма- 
стереографическую проекцию того ;ке ребра^ Центр О ос¬ 
новного круга находится ]\іе;кду этим проекциями. 

5. Гномостереографическая проекция грани находится на 
вдвое меныиезі угловом расстоянии от центра основного круга 
проекций, сравнительно с расстоянием от этого центра гно- 
монической проекции той же грани (при одинаковом ради¬ 
усе обоих проекций). 

Обе эти проекции находятся на одном и том же радиусе 
основного круга проекций и по одну и ту же сторону от 
центра О. 

6. Каждая точка прямой, изображающей данную плоскость 
в линейной проекции, находится на вдвое большем угловом 
расстоянии от центра О основного круга проекций, сравни¬ 
тельно с расстоянием соответствующей ей точки па дуге 
большого круга, изображающего ту же грань в грамма- 
стереографичёской проекции. Как линейная проекция, так и 
соответствующая ей дуга большого круга, изображающего - 
данную грань в граммастереографической проекции, находят- 
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ся ПО одну И ту же сторону от центра О основного круга 
проекций. 

7. Каждая точка прямой, изображаіоиі;ей данное ребро в 
гномонической проекции, находится на вдвое большем угло¬ 
вом расстоянии от центра О основного круга проекций, срав¬ 
нительно с расстоянием соответспзуюш,ей ей точки на дуге 
большого круга, изображаіош;его то же ребро в гномостерео¬ 
графической проекции. Как гномоническая проекция, так и 
соответствующая ей дуга большого круга, изображающего 
данное ребро в гяомостереографической проекции, находятся 
по одну и ту же сторону от центра О основного круга про¬ 
екций. 

15. ОСНОВНЫЕ ЗАДАЧИ, 

РЕШАЕМЫЕ ПРИ ПОМОІЦИ СТЕРЕОГРАФИЧЕСКИХ 
ПРОЕКЦИЙ. 

Те важные характерные особенности, которыт отличают^ 
ся стереографические проекции от всех других видов про¬ 
екций, дают возмолшость решать самые различные задат при 
помощи чрезвычайно простых геометрических операций, сво- 
дящихая к проведению прямых линий и кругов. Все задачи, 
решаемые при помощи стереографических проекций, сводят¬ 
ся, в конце концов, к немногим основным проблемам, на ре¬ 
шении которых мы и остановимся. 

Задача!. Посш'ротпь дугу большого круга в плоскости 
стереографических проекций^ если дан оголю с р этой дуги 
(рис. 111); 

Общие соображения. Полюс дуги большого круга лежит 
на радиусе основного круга проекций, перпендикулярном 
к тому диаметру основного круга проекций, через концы 
которого проходит искомая дуга. В виду этого, мы простым 
построением находим две точки искомой окружности ^ и 5 . 
Найдя еще одну точку той же окружности, мы уже сможем 
пос'гроить и самую окружность. За третью точку искомой 
окружности мы можем принять граммастереографическую про¬ 
екцию каждого направления, перпендикулярного к ребру, 
изображенному в стереографической проекции точкой р, . 


I 
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Решение задачи. 
Проводим диаметр рг 
через данную точку р и 
перпендикулярный к нему 
диаме'гр^д. Получаем две 
точки 5 и д, находящиеся 
на искомой окружности. 
Соединяем 5 с прямой 
и продолжаем ее до пере¬ 
сечения с окружностью 
^^8Ъ точкеСоединив 
с о, построим прямой 
^толр^оСу Соединив пря¬ 
мой и 5, находим точку 
с пересечения линий гр 
и 8Су Точка с будет третьей точкой искомой окружности. 
Заметим, кроме того, что центр искомого большого круга на¬ 
ходится на диаметре рг. Из средины отрезка с8 восставляем 
перпендикуляр причем точка і пересечения этого пер¬ 
пендикуляра с диаметром г ^ и будет центром искомого круга д С5. 

При решении этой задачи мы можем воспользоваться 
связью, установленной между гномонической, линейной и 
стереографическими проекциями. Проведя диаметры и 5д, 
а также прямые 8р^ и р^о^ проводим через точку 5 прямую 8^ 
параллельную ору При таком построении получаем: ір8Ь 
=- і о зр. Точка і будет линейной проекцией направления, 
изображенного в граммастереографической проекции точ¬ 
кой р. На основании выведенной выше связи между раз.шч- 
ными видами проекций заключаем, что точка і будет центром 
искомого круга. 

Задача 2. Провести дугу большого круга через две дан¬ 
ные в плоскости стереографических проекгщгі точки аиЬ 
(рис. 112). 

Общие соображения. Как нам известно, точки а и Ь 
могут служить в стереографических проекциях: 

1) Граммастереографическими проекциями некоторых на¬ 
правлений. 
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2) Гномостерео¬ 
графическими про¬ 
екциями некоторых 
плоскостей. 

Для решения по¬ 
ставленной задачи 
нам совершенно без¬ 
различно, будут ли 
эти точки предста¬ 
влять собою гномо- 
или граммастерео- 
графические проек¬ 
ции. 

Мы можем при¬ 
нять, что данные 
точки а и Ь предста¬ 
вляют собою по¬ 
люсы двух дуг боль¬ 
ших кругов. 

Как мы уже видели, каждая дуга круга будет геометрическим 
местом точек, находящихся на расстоянии 90^ от ее полюса. 

Приняв а и Ь за полюсы и проведя дуги соответственных 
больших кругов, найдем точку пересечения этих кругов. 
Эта точка будет одновременно принадлежать обоим кругам, 
полюсы которых нам даны. В виду этого, точка р пересе¬ 
чения двух, построенных на^іи, кругов будет находиться на 
угловом расстоянии в 90® от обоих данных точек а и Ь, т. е. 
будет служить полюсом дуги большого круга, проходяш;его 
через данные точки а ж Ъ. 

Определив таким образом положение полюса р искомого 
круга, мы можем построить этот круг, приняв во внимание, 
что его полюс р находится на радиусе ос основного круга 
проекций, перпендикулярном к диаметру через концы ко¬ 
торого проходит искомый большой круг. 

Решение задачи. Как мы видели из общих соображе¬ 
ний, решение задачи сводится к нахождению двух дуг по 
данным полюсам, а затем опять к построению дуги по най¬ 
денному ее полюсу. 
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Так как эти построения описаны подробно в первой за¬ 
даче, то мы здесь и не будем на них останавливаться. 

При решении этой задачи, мы также молгем воспользовать¬ 
ся связью, установленной между различными видами проекций. 

1. Приняв данные точки а и Ь за граммастереографичес- 
кие проекции прямых (рис. 112), находим их линейные про¬ 
екции — две точки біі и Ьр 

Прямая /с/, проведенная через точки и будет линей¬ 
ной проекцией той плоскости, которая изобразится в грамма- 
стереографической проекции искомой дугой большого круга. 

Для нахо;кдения этого круга проводим диаметр гд, па¬ 
раллельный найденной линейной проекции плоскости, а так¬ 
же строим гномопическуіо проекцию с той же плоскости. 

Концы диаметра гд будут двумя точками искомого круга 
гЪад, а гномоническая проекция плоскости — точка с будет 
его центром. 

2. Приняв данные точки а и 6 за граммастереографичес- 
кие проекции прямых, находим их гномонические проекции 
— линии и Ъ^Ъ^, Точка с пересечения этих линий бу¬ 
дет центром искомого круга гЪад, 

Для решения задачи по способам, указанным в п. 1 и 2, 
необходимо осуществлять переход от одного вида проекций 
к другому. Практическое осупщствление таких переходов со¬ 
вершенно аналогично тем построениям, которые мы делали 
при рассмотрении соотношений между линейной, гпомони- 
ческой и стереографическилш проекциями. Вследствие этого, 
мы здесь не будем останавливаться па описании соответст¬ 
венных построений. 

Задача 3. Найти гдшлімастереографическую щюещию 
плоскости пучка^ пересекающейся с данной плоскостью 7год 
углом щ и проходящей через данную прямую^ находящуюся 
в данной плоскости. 

Общие соображения. Для решения поставленной зада¬ 
чи необходимо иметь следующие данные (рис. 113): 1) дугу 
большого круга зпр, представляющую собою граммастерео- 
графическую проекцию данной плоскости, 2) точку п на этой 
дуге и 3) величину угла а. 
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Самая задача заключается в проведении через точку п второй 
дуги большого круга, образующей с данной дугой угол а. 

Для однозначного решения задачи необходимо указание 
относительного положения угла а, т. е., необходимо знать 
будет ш искомая дуга образовывать угол по правую или по 
левую сторону от данной дуги и будет ли этот угол, имею¬ 
щий вершиной точку п, обращен своими сторонами вниз или 
кверху. 

Ес.т эти указания даны, то решение вполне однозначно. 
При решении этой задачи мы должны иметь в виду основ¬ 
ное свойство стереографических проекций, а именно, что 
углы между дугами больших кругов в проекции равны углам 
между проектируемыми большими кругами на поверхности 
шара. 

Приняв во внимание это свойство стереографических проек¬ 
ций, мы заключаем, что при построении граммастереографи- 
ческой проекции второй дуги, нам придется строить угол, 
равный данному унту сс. Этот угол может быть определен, 
как угол между касательнызш к обоим дугам в точке их пе¬ 
ресечения п, или как угол между радиусами соответственных 
больших кругов в проекции. 

Мы воспользуемся последним определением. 

Таким образом, решение задачи сводится к нахождению 
центра данного большого круга, построению угла а,, а 
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затем к определению положения центра искомой второй 
дуги большого круга. Центр будет служить точкой пере¬ 
сечения двух прямых: 1) радиуса пс^ искомой дуги боль¬ 
шого круга, проведенного через точку п под углом а к ради¬ 
усу пс^ данного круга 2) гномонической проекции 
прямой, изображаюіцейся в граммастереографической проек¬ 
ции точкой п. Прямая ^с^ будет геометрическим местом дуг 
больших кругов, проходящих через точку п. 

Таким образом, для решепия задачи необходимо найти 
две вышеуказанные прямые. 

Решение задачи (рис. 113). Находим центр дуги 
круга Проводим радиус с^п. Приняв п за вершину, 

строим угол с^пс^ч равный данному углу а. Находим гномо- 
ническую проекцию направления, изобралгенного в грамма- 
стереографической проекции точкой для чего проводим 
через точку п отрезок диаметра пд и перпендикулярный к 
нему радиус о 8^, 

Проводим прямую 52^1, проходящую через точку п. Соеди¬ 
няем найденную таким образом точку окрулшости с цен¬ 
тром о и проводим ог, перпендикулярную ощ. Из точки 
проводим прямую 50д, параллельную от. Находим точку пе¬ 
ресечения ^ диаметра и линии 8,^^, 

Проводим линию У та линия будет перпендикулярна к 

диаметру п^ я будет представлять собою искомую гномоіт- 
ческую проекцию ребра, изображенного в граммастереогра- 
(})ической проекции точкой п. 

Точка ^2 пересечения линий и пСз будет центром ис¬ 
комой дуги, которая и изображена на рис. 113 в виде дуги 
большого круга 

Задача 4. Найти гралімастереографичеспие проекции 
всех направлений, образующих угол а с данным направле¬ 
нием, изобраоюаемым в грамлшстереографической проек¬ 
ции точкой а (рис. 114). 

Общие соображения. Направления пучка, образующие 
с данным направлением О а определенный угол а, в своей і 
совокупности образуют поверхность прямого круглого конуса і 
с вершиной в центре шара, причем данное направление і 
будет представлять собою ось этого конуса. 






Основные задачи, решаемые при помощи стереографических проекций 59 


При пересечении с поверхностью шара, прямой круглый 
конус даст вообні,е некоторый малый круг, который мы и 
должны будем проектиро¬ 
вать обычным путем, т. е., 
соединяя каждую точку 
этого круга с глазной точ¬ 
кой 5 . 

Проделав это, мы полу¬ 
чим поверхность уже дру¬ 
гого конуса, а именно, ко¬ 
сого круглого конуса с вер¬ 
шиной в точке 5, одно из 
круговых сечений которого 
будет находиться на по¬ 
верхности шара, а другое 
в плоскости проекций. Та¬ 
ким образом, задача сво¬ 
дится к построению в плоскости проекций малого круга, 
все точки которого должны быть на одинаковом угловом рас¬ 
стоянии от некоторой точки а, находящейся на той же плос¬ 
кости проекций. 

Для решения этой задачи мы рассмотрим диаметральный 
разрез шара плоскостью, проходящей через ось 8а^ косого 
круглого конуса. 

В этой плоскости мы будем иметь две производящие ис¬ 
комого конуса, причем угол между ними будет равен уг.ту 
2 а угол между каждой производящей и осью конуса будет а. 

Так как взятый нами разрез шара будет диаметральным, 
то в этом же разрезе находится и центр о шара. 

Кроме того, по построенто, в этом разрезе будут нахо¬ 
диться проекции двух противоположных производящих и оси 
конуса. В виду этого, в пересечении плоскости проекций с 
таким разрезом шара, мы будем иметь центр искомого ма- 
лого круга и две точки этого круга, находящиеся на концах 
одного из его диаметров. 

Решение задачи (рис. 13 4). Через данную точку а про¬ 
водим радиус ос основного круга проекций Строим 

диаметр рз, перпендикулярный ос. Соединияем точки 5 и а 



Рис. 114. 
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прямой 5 а, пересекающейся с окружностью основного круга 
проекций в точке а^. 

От то^гки а^, по окружности основного круга проекций, 
откладываем равные дуги и но величине соот¬ 

ветствующие центральным углам а. 

Соединив точку 5 прямыми с точками и находим 
точки Ь и с пересечения этих прямых с диаметром ос. От¬ 
резок прямой между точками Ь и с будет диаметром искомой 
проекции малого круга. Разделив линию Ъс пополам, находим 
точку V — центр искомого круга, который н изобралѵен 
на рисунке 114. 

16. СТЕРЕОГРАФИЧЕСКАЯ СЕТКА. 

Решение приведенных выше задач, при помощи того или 
другого вида кристаллографических проекций, требует до¬ 
вольно большого количества геометрических построений. Боль¬ 
шинство этих построений относится к нахол\дению положения 
той или другой проекции на плоскости чертелш, причем все 
подобные построения связаны с некоторыми определенными 
данным, которые могут быть выражены в угловых величинах. 

В виду этого, мы можем значительно упростить необходимые 
построения и свести их к минимуму, если на плоскости 
проекций нам будут заранее даны проекции раз.іичных гра¬ 
ней и ребер пучка, находяіцихся на определенных угловых 
расстояниях от некоторых постоянных точек на плоскости 
проекций. 

Построив систему таких проекций, мы по.іучим соответст¬ 
венную плоскую сетку. 

Такая сетка может быть получена для какого угодно вида 
проекций. Здесь мы остановимся только на рассмотрении, 
так называемой, стереографической сетки. 

Существует несколько типов стереографических сеток, по¬ 
строенных в разное время различными авторами (Е. С. Фе¬ 
доров, Г. В. Вульф, ІІенфильд и др.). Наибо.іее удобной и 
самой употребите.льной в настоящее время является стерео¬ 
графическая сетка Е. С. Федорова, с радиусом в 10 санти¬ 
метров, т. е. вдвое большего радиуса, сравнительно с изо- 
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браженной на рис. 115. Эта сетка может быть рассматри¬ 
ваема, как граммастереографическая проекция трех систем 
плоскостей, пересекаюлщхся между собой по трем взаиашо- 
перпепдикулярнЫіМ диаметрам шара. 



Угловое расстояние, между двумя ближайшими друг к другу 
плоскостями системы, равно 10^. 

Каждая такая система пересекается рядом плоскостей, пер¬ 
пендикулярных к линии пересечения плоскостей данной си- 
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стемы и находящихся на расстоянии 5®, считая по дугам 
больших кругов, образуемых плоскостями соответствующей 
системы. 

Каждая плоскость, пересекающая данную систему плос¬ 
костей, изображена на сетке в граммастереографической 
проекции. 

В виду того, что эти плоскости вообще не проходят через 
центр шара, их граммастереографические проекции будут 
дугами малых кругов, в то время как каждая плоскость си¬ 
стемы изобразится дугой большого круга. 

Таким образом, стереографическая сетка будет представ.іять 
собою серию граммастереогра(})ических проекций больших 
и малых кругов, причем каждый малый круг будет перпен¬ 
дикулярен ко всем большим кругам данной системы, и на¬ 
оборот. 

Для построения стереографической сетки Е. С. Федорова, 
удобнее всего начать с построения проекций той системы, 
плоскости которой пересекаются по диаметру шара, перпен- 
дикулярому к плоскости проекций. Для этого, возможно тща¬ 
тельнее делим основной круг проекций па градусы. Вы¬ 
бираем два взаимно-перпендикулярных диаметра ЖіѴ и й'Р 
Грис. 116) основного круга проекций. Приняв >8 за точку 
зрения, проводим через эту точку и деления основного круга 
проекций, начиная от Р до ІѴ, через каждые 5®, прямые, 
изображенные на рис. 116. Приняв центр основного круга 
проекций за центр малых кругов, проводим эти круги, при¬ 
нимая за их радиусы расстояния от О до точек пересечеішя 
лучей, проведенных из точки 8, с диаметром МЖ Проделав 
эти построения, получаем систему концентрических кругов с 
общим центром О. 

Затем проводим радиусы О Ж, ОМ и т. д. начерченных 
кругов также через каждые 5”, начиная от проведенного уже 
радиуса ОР. Через точки пересечения с радиусом О Ж лу¬ 
чей, проходящих через >8 и отмечающих каждые пять гра¬ 
дусов, и две постоянные точки, концы перпендикулярного к 
нему диаметра Р/8, проводим дуги больших кругов. Такие 
же дуги больших кругов проводим, приняв за постоянные 
точки М -и N. 
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Наконец, проводим дуги ма^іых кругов, имеіотіщх центры 
на продолжении диаметров МN ж 8Р, Проделав эти по¬ 
строения, получаем стереографическую сетку Е. С. Федорова. 


Р 



Рпс. 11 б« 

Как уже было сказано выгае, можно сильно упростить ре- 
1 шение стереографических задач, если только у нас имеются 
1 проекции, изображенные на стереографической сетке. 
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В самом деле, на сетке можно, с значительной точностью, 
отсчитывать стерео гра(І)ические угловые расстояния точек от 
центра О, даже прямо на глаз, с точпості>іо в среднем до 
1/2^ так как радиусы разделены на углы в 5®. Конечно, 
точность отсчетов повышается при увеличении диаметра сетки 
и достигает величины 1/2® при диаметре, равнозі 20 см. Та¬ 
ков именно диаметр сеток Е. С. Федорова. 

Таким образом, при употреблении стереографической сотки, 
мы избегаем всех построений, связанных с нахождением по¬ 
люсов дуг больших кругов, а имея градусные деления ос¬ 
новного круга сетки, можем всегда с болыпой точностью 
находить любые угловые расстояния. 

Кроме того, в кристаллографической практике очень часто 
приходится решать вопросы, связанные с иЗхМенепиехМ плос¬ 
кости проекций. Такие вопросы решаются при помоіци сте- 
реогра(|)ической сетки очень легко и быстро. 

17. ИЗМЕНЕНИЕ П.ІОСЕОСТИ ПРОЕКЦИЙ. 

Положим (рис. 117), точки /г,, и 0^ отмеченные на 

рисунке черными кружками, представляют собою гпомосте- 
реографические проекции 4-х граней некоторого кристалли¬ 
ческого многогранника, причем проекция 0^ помеіцаетсіі в 
центре основного круга стереогра(|)ической сетки. 

Положим, требуется изменить плоскость проекций таким 
образом, чтобы в ней находилисі> перпендикуляры к граням 
/^2 и Лд. Это значит, что новой плоскостью проекций должна 
слулшть плоскость, изображением которой в граммастерео- 
графической проекции будет дуга большого круга, нроходяіцая 
через гномостереографические проекции граней Лз и //д. 

Проведя через точки и дугу большого круга ак^\Ъ^ 
замечаем концы а в. Ъ диамеіра сетки и отсчитываем число 
градусов между точками а и одним из полюсов сетки, на- 
ходяіцихся на окружности основного круга проекций. При 
таком отсчитывании берется один из полюсов, наир, между 
которыми находится точка а. 

Повертываем все данные точки на проекции вокруг центра 
0^ до тех пор, пока точка а не совпадет с полюсом При 
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таком вращении все точки будут двигаться по дугам малых 
кругов, имею.іщх центр в точке 0^, которая ,останется на 



Рис. 117. 


Перемещение точек а, Ь, \ и \ указано на рис. 117 
дугами соответствующих кругов, а новое положение этих 
точек будет а\ //, и А'. Это положение отмечено на 

рис. 117 кружками с одним кольцом. 

13: КРИСТАЛЛОГРАФИЯ 
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После такого вращения дуга а\\Ъ принимает нололсение 
дуги ак'^Н'^Ь\ причем а и Ь' будут совпадать с полюсами 
сетки. 

Отсчитав угловое расстояние между нил^ним полюсом /5 
сетки и точкой пересечения ^ дуги ак'^к^Ь' с радиусом 
0^8^ примем за ось враіцения диаметр^ шара, проектирую¬ 
щийся полюсами а' и Ъ\ 

Произведем теперь вращение вокруг эгой оси точек }г [, /^ 2 , /г'з 
и на угол 8^. При таком вращении точки а и V останутся 
на месте, а все другие точки будут двигаться по дугам малых 
кругов, сферическими центрами которых будут служить концы 
диаметра а Ъ\ 

Сооіветствеігное перемещение точек при таком движении 
указано на рис. 117 двойными стрежами. 

После такого вращения дуга аЧг^к'^Ъ' совпадет с основным 
кругом сетки, а точки /г^ Ад и 0^ займут положения точек 
к[\ А'', Ад' и 0[\ отмеченных на рис. 117 черными круж¬ 
ками с двумя кольцами. 

18. ПРОЕКЦИИ ПРИ ПОМОЩИ ВЕКТОРИАЛЬНЫХ 
КРУГОВ. 

Для изображения на плоскостті точек, данных в пространстве, 
зіы можем иногда пользоваться векториальными кругами. Изо¬ 
бражение векториальными кругами особенно удобно в том 
случае, если в пространстве дана система точек, располо¬ 
женных с определенной правильностью. 

Из данной точки а опускаем перпендикуляр на* плоскость 
проекций и отмечаем на этой плоскости точку пересечения 
перпендикуляра с п.іоскостью чертежа. Из точки проводим 
окружность радиусом, равным расстоянию точки а от плос¬ 
кости чертежа. 

На этой окружности стрелкой отмечаем направление, при¬ 
чем, для всех точек, лежащих выше плоскости чертежа, на¬ 
правление берется в одну сторону, а для точек, лелшщих 
под плоскостью чертежа берем противоположное направление. 
Каждая такая окружность с отмеченным на ней направлением 
и называется векториальным кругом. 
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19. ОРТОГОНАЛЬНЫЕ 

ПРОЕКЦИИ КРИСТАЛЛИЧЕСКИХ МНОГОГРАННИКОВ. 

Изображения кристаллшческого многогранника в линейной, 
гномонияеской и стереографических проекциях преследуют, 
как мы видели, цель получить такое изображение, в котором 
были бы вполне ясно и отчетливо показаны угловые соот¬ 
ношения между элементами этого іѵіногогранника. 

Однако, если мы зададимся целью изобразить кристалли¬ 
ческий многогранник на плоскости так, чтобы в изображении 
был наиболее отчетливо и ясно представлен внешний облик 
данного многогранника, то все рассмотренные нами виды 
проекций будут совершенно неудовлетворительны. В самом 
деле, при получении линейной, гномонической и стереографи¬ 
ческих проекций многогранника, мы заменяли данный много¬ 
гранник пучком граней и ребер. Если же мы хотим изо¬ 
бразить внешний облик данного іѵшогогранника, то такая 
замена уже не допустима и нам необходимо изобразить то, 
что мы наблюдаем в действительности, т. е. приблизиться к 
перспективному изображению. 

Для получения таких изображений кристаллических много¬ 
гранников употребляется, так называемая, прямая или косая 
ортогональная проекция. 

Прямая ортогональная проекция иногда еіце называется 
„видом сверху“, в то время как косая ортогональная проекция 
представляет собою обычный рисунок кристаллического много¬ 
гранника. 

20. ИЗОБРАЖЕНИЕ КРИСТАЛЛИЧЕСКИХ 
МНОГОГРАННИКОВ В КОСЫХ ОРТОГОНАЛЬНЫХ 
ПРОЕКЦИЯХ. 

Обычно, так называемые, чертежи кристаллов представляют 
собою изображения кристаллических многогранников в косых 
ортогональных проекциях. Иногда даются изображения, ко¬ 
торые являются, так наз., „видом сверху^. Эти изображения 
также ни что иное, как ортогональная проекция. 

б* 
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Чтобы получить ортогональную проекцию данного предмета, 
необходимо из каждой его точки опустить перпендикуляр на 
плоскость проекций. 

Точки пересечения этих перпендикуляров с плоскостью 
чертежа и будут ортогональной проекцией данного предмета. 

Таким образом, ортогональная проекция представляет со¬ 
бою перспективное изображение, причем центр перспективы 
находится в бесконечности. 

Для изображения в ортогональной проекции отрезка пря¬ 
мой, не лежаиі,ей в плоскости проекции, мы молсем опустчіть 
перпендикуляры из концов отрезка на плоскость проекции и, 
соединив точки пересечения этих перпендикуляров с плос¬ 
костью чертелъа прямой линией, получим ортогональную про¬ 
екцию данного отрезка. 

При вычерчивании криста^оов в ортогональной проекции 
изображают только проекции его ребер и, таким образом, по¬ 
лучают рисунок кристалла. При этом, все параллельные ли¬ 
нии на крисгалле изобразятся в ортогональной проекции так¬ 
же параллельными линиями. 

Равенство углов вообще не сохраняется, исключая равных 
углов с параллельными сторонами. 

Длины ребер и размеры граней также меняются, в зависи¬ 
мости от положения ребра или грани, относительно плоскости 
проекций. 

Но существу, получение вида сверху почти ничем не от¬ 
личается от способа изображения кристалла в косой ортого¬ 
нальной проекции, если пользоваться гномостереографиче¬ 
ской проекцией граней, данного кристал.тческого комплекса. 

Однако, вид сверху можно получить гораздо проще, не 
изменяя плоскости проекций, в то время как изображение 
в косой ортогональной проекции получается только после 
изменения обычной ориентировки кристаллического много¬ 
гранника относительно плоскости стереографических проек¬ 
ций. Поэтому мы сначала опишем способ получения вида 
сверху. 

Заметим, что при всех дальнейших рассуждениях мы бу¬ 
дем принимать, что данная стереографическая проекция изо¬ 
бражена на стереографической сетке. 
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Представим; себе наш кристалл в виде типического много¬ 
гранника, т. е. такого многогранника, все грани которого ка¬ 
саются поверхности вписанного в него шара. Тогда гномо¬ 
стереографическая проекция каждой грани будет в то’же 
время изображать точку касания одной из плоскостей много¬ 
гранника, описанного около шара с радиусом, равным ради¬ 
усу сетки. 

Теперь необходимо найти граммастереографические про¬ 
екции радиусов шара, проходящих через вершины типичес¬ 
кого многогранника. Принимая во внимание, что наименьшее 
ко.іичество граней, пересекающихся в одной точке, есть 3, 
мы мОіКем предположить, чю каждые три грани, проекции 
которых находятся всего блилге друг к другу, образуют вер¬ 
шину многогранника. Кроме того, заметим, что радиус шара, 
проходящий через вершину типического многогранника, яв- 
.тяется в то же время осью конуса с круговым основанием, 
проходянщм через точки касания (гномостереографические 
проекции) данных трех граней. Граммастереографическая 
проекция такого кругового основания будет изображаться на 
сетке малым круіюм, проходящим через гномостереографи¬ 
ческие проекции трех граней. Плоскостной центр этого круга, 
очевидно, будет отличаться от стереографического центра, 
причем этот последний будет находиться на том же радиусе 
сетки, на котором расположен и плоскостной центр круга. 
Кроме того, стереографический центр найденного малого 
круга будет, в то л^е время, проекцией радиуса шара, про¬ 
ходящего через вершину многогранника. Чтобы получить эту 
проекцию, ставим в найденный плоскостной центр одну нож¬ 
ку циркуля, раскрытого на величину радиуса круга, про¬ 
ходящего через гномостереографические проекции трех, взя¬ 
тых нами, граней. 

Друі'ую ножку циркуля переносим до совпадения с тем 
радиусом сетки, на котором находится плоскостной центр. 
При повороте этой ножки циркуля па 180® получим второе 
совпадение ее с тем же радиусом сетки. Отсчитаем от центра 
проекций число градусов по тому же радиусу до первого и 
до второго совпадения ножки циркуля с данным радиусом. 
Взявши полусумму отсчитанных углов и отложив от центра по 
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тому же радиусу найденное таким образом число градусов, 
мы получим точку, которая и будет искомой граммастерео- 
графической проекцией того радиуса сферы, который про¬ 
ходит через одну из вершин типического многогранника. 
Сделав подобные построения для проекций всех граней по 
три взятых, и соединив найденные точки дугами больших 
кругов, мы найдем проекцию того деления полусферы, кото¬ 
рое получится, если в соответствуюпщх точках (гномостерео¬ 
графических проекциях граней) проведем касательные грани, 
а через центр вписанного шара и через ребра граней про¬ 
ведем центральные плоскости, которые пересекут сферу в 
дугах больших кругов. 

Обведя, вышеуказанным образом, контуры многогранника 
на сфере (в проекции), мы мол^ем непосредственно получить 
вид кристалла сверху, т. е. его ортогональную проекцию. 

Для этого необходимо только найти изображение вершин 
многогранника в этой проекции. 

Принимаем за плоскость чертежа плоскость, перпендику¬ 
лярную к направлению, проектирующемуся в центре сетки. 

Возьмем эту плоскость на таком расстоянии от центра 
сферы стереографических проекций, чтобы все вершины, изо¬ 
бражаемого многогранника, находились ншке плоскости чер¬ 
тежа. 

После этого, переіяестим плоскость чертежа вниз, до сов¬ 
падения ее с одной или несколькими ближайшими к ней 
вершинами многогранника. 

Расстояние этих вершин от цен^гра сферы определится 

а 

по формуле: х = где х — искомое расстояние, Я — 

радиус сферы и а — угол между линией, соединяющей дан¬ 
ную вершину с центром сферы и радиусом шара, перпен¬ 
дикулярным к одной из граней, образующих данную верши¬ 
ну. Расстояние плоскости чертежа от центра сферы опреде¬ 
лится по формуле: п^х соз/З = ^ ~ искомое рас¬ 

стояние и /3 — угол между линией, проходящей через вер¬ 
шину и центр сферы, и нормалью, проведенною из центра 
шара к плоскости чертежа. 
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Вышеприведенные фоыулы мы можем легко найти на ос¬ 
новании следующего рассуждения. 

Положим (рис. 118), О г 
— радиус шара, перпен¬ 
дикулярный к некоторой 
грани образующей с 

гранями и А^ вершину 

р, лежащую в пдоскости 
чертежа Ж N. Соединим 
р с О и г. Так как ли¬ 
ния рг находится в плос¬ 
кости ^ 1 , то угол ргО ра¬ 
вен прямому. Если а — 
угол между О и г О, то из прямоугольного треугольника 

п г\ гО В 

ргО находим: рО = х = - - - 

^ С08 а С08 а 



Рис. 118. 


Соединив точку р с точкой с пересечения нормали Ос к 
плоскости чертежа с этой последней, получим прямоугольный 
треугольник рсО, Обозначив ірОс=р, получаем Ос=рО • соз/З 

В сов в в 8П в 

= - ^ и расстояние вершины « от с равно рс = -- 

С08 а ^ ± г X' (.03 ^ 


Чтобы, при нахож¬ 
дении первой вер¬ 
шины, избежать вы¬ 
числений по форму¬ 
лам, мы можем при¬ 
менить следуюідий 
графический метод. 

Проведем каса¬ 
тельную к внешнему 
кругу проекций (рис. 
119), перпендику¬ 
лярную радиусу Ог^, 
на котором нахо¬ 
дится точка г — гно¬ 
мостереографическая 
проекция грани А. 

Если р — проек¬ 
ция вершины, обра- 



Рис 119. 
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зуемой гранями А 2 ^ отсчитав по дуге большого 

круга рг угловое расстояние мелѵду точками риг, отклады¬ 
ваем этот угол от точки по внешнему кругу проекций. 
Находим точку Гд, лелѵаіцую на внешнем круге проекций. 
Из точки проводим касательную к внешнему кругу и на¬ 
ходим точку р^ пересечения этой касательной с секуіцеп, 
проведенной через точку Гд и центр О. р^ О будет выражать 
расстояние первой вершины от центра шара с радиусом, рав¬ 
ным {Ог^= И) радиусу сетки. 

От точки Гз внешнего круга проекций, откладываем уіюл 
/3, равный угловому расстоянию точки р от центра О. Нахо¬ 
дим точку Гд. Проведя радиус через точку Гд, опускаем на 
него перпендикуляр р^с из точки р^ Б таком случае: сО — 
расстояние плоскости чертежа от центра С(1)еры, а — 
расстояние первой вершины от центра проекций. 

Подобное нахождение положения первой вершины долж¬ 
но применяться только в том случае, если пи одна грань 
кристалла не проектируется в центре. Если Лге центр диа¬ 
граммы является проекцией грани, то пололгение первой 
вершины непосредственно определяется, как линейная про¬ 
екция направления о/>, изображаемого точкой х> в гра:чма- 
стереографической проекции. 

Определив, описанным выше способом, пололсепие первой 
вершины многогранника, мы переходим к нахолідению вто¬ 
рой вершины, соединенной с первой ребром, изображенным 
в виде дуги большого круга. Эта вторая вершина должна 
находиться, так же, как и все другие, на линии, соединяю¬ 
щей ее с центром диаграммы (радиус этой вершины). 

Положение второй вершины определяется весьма просто. 
Положим, ребро, соединяюіцее 1-ю и 2-ю вершины, есть ребро 
пересечения граней и Лд. Очень нетрудно решить, ка¬ 
ким граням принадлежит это ребро, так как гномостерео¬ 
графические проекции всех граней находятся внутри соот- 
ветст’венных сферических многоугольников, которые мы полу¬ 
чаем при изображении проекций контуров кристалла на С())ере. 
Стороны такого многоугольника изображают ребра каждой 
грани со смежньош с пей. 
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Тогда, проведя через проекции этих граней дугу большого 
круга, замечаем положение концов этой дуги на внешнем 
круге сетей. Перпендикуляр к этой дуге и будет представ¬ 
лять ребро между гранями и ^2 в ортогональной про¬ 
екции. Перемепщем найденный перпендикуляр параллельно 
самому себе до тех пор, пока на нем не будет находиться 
найденная нами первая вершина. Точка пересечения этого 
перпендикуляра с радиусом, на котором находится проекция 
2-й вершины, даст нам изображение этой вершины на чер¬ 
теже, а сам перпендикуляр изобразит ребро. 

Совершенно 'іаким же посгроением находятся остальные 
вершины и ребра. 

Б результате всех этих построений получаем вид кри¬ 
сталла сверху, причем, изображаезіый кристаллический много¬ 
гранник будет типическим, описанным вокруг шара с радиу¬ 
сом, равным радиусу сетки. 

Заме'гизі, что за первую вершину на чертеже можно при¬ 
нять какую угодно точку, лежащую на одном из радиусов, 
сетки, проходящих через граммастереографическую проекцию 
одного из направлений, соединяющих центр сферы с вер¬ 
шиной многогранника. 

При таком пос^гроепии, зіы получим изображение кристалла 
в косой ортогональной проекіщи, также в виде типического 
многогранника, но, описанного вокруг шара с диамеіром, не 
равным диаметру сетки, причезі ясно, что этот диазіетр бу¬ 
дет уве.тшчиваться по зіере удаления первой вершины от 
центра проекций. 

Вид кристалла сверху изіеет тот суіцественный недоста¬ 
ток, что все плоскости, проекции которых лежат на внеш¬ 
нем круге диаграммы, изобразятся прямызш линиями. 

Чтобы получить рельефное изображение и избежать тако¬ 
го неудобства, необходимо изменить угол зрения. 

При такозі изменении угла зрения, прежде всего, ставится 
задача изображения вида кристалла не сверху, а спереди. 

Так как, при обыкновенной ориентировке проекции кри¬ 
сталла, в центре О стереограсізической сетки помещается 
граммастереографическая проекция того направления в кри¬ 
сталле, которое должно быть расположено вертикально, при 
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рассматривании кристаллгаческого многогранника, то, прежде 
всего, мы и должны изменить расположение проекций эле¬ 
ментов данного многогранника 'іак, чтобы граммастереогра- 
(|)ическая проекция такого вертикального направления заня¬ 
ла положение в верхнем и нижнем «2 полюсах стерео- 
графичес^сой сетки (рис. 119). 

Такого изменения положения вертикального направления 
кристаллического многогранника легко достигнуть путем по¬ 
ворота всех проекций на стереографической сетке, вокруг 
горизонтального диаметра сетки, на угол в 90®. 

Изменив таким образом положение всех проекций элемен¬ 
тов кристаллического шогогранника на сетке, враіцаем всю 
систему проекций вокруг диаметра справа на.іево на 
20®, а затем вокруг диаметра на 10® сверху вниз. Прак¬ 
тика черчения кристаллов показала, что при таком угле зре¬ 
ния получаются, обыкновенно, наиболее наглядные чертежи. 
Иногда приходится применять и другие углы поворотов. 

Изменив таким образом пололгение проекций элементов 
кристаллического многогранника, получаем чертел^ кристалла 
в косой ортогональной проекции, совершенно таким Лѵе спо¬ 
собом, как это уже было описано для нахождения вида 
сверху. 


21. ОРТОГРАФИЧЕСКАЯ ПРОЕКЦИЯ. 

Как мы уже видели, для того, чтобы получить рисунок 
кристаллического многогранника, даюіций впечатление рель¬ 
ефного изображения, всего выгоднее употреблять косую орто¬ 
гональную проекцию. Если мы хотим получить такое же 
изображение поверхности шара, то нам приходится приме¬ 
нять косую ортографическую проекцию, которая и будет в 
супщости ортогональной проекцией поверхности сферы. Ири 
ортографических проекциях точка зрения (глазная точка) уда¬ 
лена в бесконечность, а потому полол;ение плоскости проек¬ 
ций совершенно не влияет на изображение, не и.зменяя ни 
способа построения ни масштаба изображения. В виду это¬ 
го, такая проекция и получила название ортографической, т. е. 
пряморисуюш;ейся. Изобретение ортографической проекции 
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приписывается Апполонию (греческий геометр, живший за 
200 лет до Р. X.). 

Большие и малые круги, проведенные на поверхности 
данной сферы, изобразятся в ортографической проекции, 
вообще говоря, эллипсами, причем, только в некоторых част¬ 
ных случаях такие круги изобразятся или прямыми линиями 
и™ так/ке кругами. 

Для получения изображения круга на шаре, в ортографи¬ 
ческой проекции, необходимо из каждой точки данной ок¬ 
ружности опустить перпендикуляр на плоскость чертежа. Со¬ 
вокупность таких перпеддикуляров образует поверхность 
некоторого цилиндра, а каждый перпендикуляр будет пред¬ 
ставлять собою производяпі,уіо этого ци.іиндра. 

Все цилиндры, полученные путем построений таких пер¬ 
пендикуляров, будут или прямы™, или косыми круглыми ци- 
.іиндрами. 

Построение изображений кругов на шаре, в косой орто- 
гра(})ической проекции, не представляет никакого затрудне¬ 
ния, и здесь мы остановимся только на той связи, которую 
можно установить между стереографической проекцией дан¬ 
ной точки (на поверхности сферы) и 
ее ортографической проекцией. 

Положим, (рис. 120) нам дана стерео¬ 
графическая проекция а некоторой 
точки на поверхности сферы. 

Проводим через центр О основного 
круга проекций и точку а прямую О а. 

Проводим диаметр 88^^ перпендику¬ 
лярный О а. 

Соединив прямой точки >3^ и а, на¬ 
ходим точку с пересечения этой пря¬ 
мой с основным кругом проекций. 

Из точки с опускаем перпендикуляр са^ на линию Оа^. 
Точка и будет ортографической проекцией точки шара, 
изображающейся в стереографической проекции точкой а. 

Положим: 

і 8^0с = і Оса^ = 08 = Ос = 1. 


5 . 



5 

Рис. 120. 
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Из ирямоугольиого треугольника а08 находим: 

Оа = 08 • і 08а = 

а из прямоугольного треугольника са^О имеем: 

Оа^ = Ос - 8ІП і Оса^ = 8Іпа. 

Таким образом, расстояние стереографической проекции 
точки па иіаре от центра основного круга проекций равно 
тангенсу половинного угла между диаметром, перпендикуляр¬ 
ным к плоскости проекций и диаметром, проходяіцим через 
данную точку на сфере. Расстояние ;ке от центра О основ¬ 
ного круга проекций до ортогра(І)ической проекции данной 
точки равно синусу того же угла а. 


IV. СТРОЕНИЕ КРИСТАЛЛИЧЕСКОГО 
ВЕЩЕСТВА. 

1. СТРУКТУРА КРИСТАЛЛОВ. 

Из обпі,его свойства кристаллического вещества, о котором 
уже было упомянуто выше и которое зіы назва.іи кристалж- 
ческой однородностью, можно сделать вполне определенный 
вывод о строении кристаллов. В самом деле, кристалли¬ 
ческой однородностью может обладать только такое веищство, 
которое состоит из одинаковых частей, находящихся между 
собой в параллельном положении. 

Каждую такую часть, совершенно независимо от того, 
что она сама по себе представляет, мы можем рассматривать 
как некоторый центр, из которого по всем направлениям ис¬ 
ходят разжчные силы, ослабеваюіцие по мере того, как мы 
будезі удаляться от исходной частицы. Если эти силы на¬ 
правлены от каждой частицы в окружаюіцее ее пространство, 
то, в случае присутстъия нескольких частиц, мы всегда можезі 
найти такую поверхность, или такие поверхпоста, вокруг каж¬ 
дой частицы, на которых силы, исходяіцие из данной частицы, 
будут нейтрализоваться противоположными силами, исходя¬ 
щими из других ближайших частиц. Назовем такие ней- 
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тральные силовые поверхности нулевыми и заметим, что ну¬ 
левые поверхности оудут ограничивать сферу действия каждой 
отдельной частицы. 

Если мы будем рассматривать все пространство, занятое 
кристал.ішческими частицами, то это пространство можно пред¬ 
ставить себе разделенным на участки, ограниченные нулевыми 
поверхностями, причем каждый такой участок будет содер¬ 
жать только одну кристаллическую частицу и будет находиться 
в параллельном положении со всяким другим соответствую¬ 
щим ему участком. Таким образом, сферы действия частиц, 
ограниченные нулевыми поверхностям, дадут нам систему 
геометрических тел, выпо.лняющих пространство без проме¬ 
жутков и находящихся в параллельном положении друг от¬ 
носительно друга. Такие геометрические тела называются 
параллелоэдрами. 

Представим себе, что некоторая неопределенно большая 
часть пространства вьніолнена какими-нибудь параллелоэдрами. 
Ес.іи наблюдатель находится сначала внутри одного из таких 
параллелоэлров, а затем переместится в соседний, то, в виду 
полного тождества этих параллелоэдров и их одинакового 
расположения в пространстве, этот наблюдатель совершенно 
не заметит своего перемещения. Отметим исходное тело, в 
котором первоначально поменщлся наблюдатель, цифрой О. 

В системе параллелоэдров это тело со всех сторон окру¬ 
жено точно такими же телам. С каждым из них оно имеет 
некоторую общую поверхность, которую мы будем называть 
гранью параллелоэдра. После перемещения наблюдателя в 
соседний параллелоэдр, который мы обозначим цифрой 1, 
грань, бывшая первоначально впереди наблюдателя, когда он 
находился в теле О, ока^кется теперь сзади него, а впереди 
будет находиться, вполне тождественная с ней, новая грань, 
которая теперь должна иметь такое же положение относи¬ 
тельно наблюдателя, какое раньше имела грань, оставшаяся 
позади. Это может быть только в том случае, когда обе грани 
будут равны и параллельны друг ;іругу. На основании этого 
ясно, что каждый параллелоэдр ограничен попарно равным 
и параллельными граням. Поэтому, число граней паралле¬ 
лоэдра будет всегда четное. 
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Предположим, что наблюдатель, находяпщйся внутри парал- 
лелоэдра О, будет последовательно перемещаться по опре¬ 
деленному направлению и постепенно проходить параллело- 
эдры 1, 2, 3, 4 и т. д. При таком перемещении, наблюдатель 
встретит в каждом новом параллелоэдре то лее самое, что он 
имел и в соседнем параллелоэдре. Путь наблюдателя будет 
находиться внутри ряда параллелоэдров, расположенных по 
прямой линии и образующих, так называемую, колонну парал¬ 
лелоэдров. 

Каждый параллелоэдр системы представляет собой тело, 
входящее в состав нескольких колонн, имеющих различное 
положение в пространстве. Каждой такой колонне соотаетст- 
вует определенная пара граней. 

Число колонн, для которых данный параллелоэдр является 
общим, равно числу пар граней этого параллелоэдра. 

Если в пространстве имеется две непараллельрых колонны 
параллелоэдров, то эти колонны непременно должны пере¬ 
секаться в одном параллелоэдре, общем обоим колоннам. В 
случае, если нам даны две колонны, мы можем вполне точно 
определить положение данного параллелоэдра, отметив каждый 
параллелоэдр каждой колонны двумя цифрами. 

Одна из этих цифр будет отмечать одну колонну, в состав 
которой входит данный параллелоэдр, а другая — другую. Та¬ 
ким образом, каждая колонна будет отмечена одной и той же 
цифрой. Парахіелоэдр, общий обоим взятым колоннам, отметим 
цифрами 00, причем это обозначение мы назовем символом 
исходаого параллелоэдра. 

Пусть одна из взятых колонн горизонтальная — аЬ, а 
другая вертикальная — сд, (рис. 121). Отметим колонну аЪ 
цифрою О на первом месте в символе ка;кдого параллелоэдра, 
входящего в состав этой колонны. 

Колонну ей обозначим той же цифрой О, но поставленною 
на втором месте в символе каждого параллелоэдра этой ко¬ 
лонны. При таком обозначении, первая цифра для всех парал¬ 
лелоэдров колонны аЪ будет О, а вторая будет меняться 
от — оо до + оо в зависимости от числа параллелоэдров, 
пройденных, начиная с параллелоэдра 00, по этой колонне 
в положительном или отрицательном направлении. Что ка- 
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сается параллелоэдров колонны сс?, то для них, наоборот, по¬ 
стоянной будет вторая цифра в символе, каждого паралле- 
лоэдра колонны, а первая цифра будет переменной. 



Рис. 121. 


Приняв такие обозначения, будем переходить, начиная с 
параллелоэдра 00, к смежным параллелоэдрам колонны аЪ^ 
двигаясь от а к Ь. 

При таком передвижении, мы последовательно встретим 
парахіелоэдры 01, 02, 03 ит. д. Идя в обратном направ¬ 
лении по той же колонне, найдем параллелоэдры 01, 02, 03 
и т. д. Передвигаясь по колонне ей кверху, мы найдем 
параллелоэдры 10, 20, 30 и т. д. При передвижении книзу, 
встретим параллелоэдры 10, 20, 30 и т. д. 

Каждый из нараллелоэдров колонны аЬ, в свою очередь, 
входит в состав колонны, параллельной колонне ей. Взяв 
параллелоэдр 01, мы выведем из него колонну е/*, смежную 
и параллельную колонне ей. Точно также, из параллелоэдра 
10 выведем колонну дН^ смежную и параллельную колонне аЪ. 

Выведя из нараллелоэдров колонны аЪ все колонны, парал¬ 
лельные ей, а из нараллелоэдров этой последней колонны — 
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все КОЛОННЫ, параллельные а&, мы получим в обіцей слож¬ 
ности из всех колонн слой параллелоэдров. Такой слой будет 
делить всю систему параллелоэдров, выполняющих простран¬ 
ство, на две части, не имеюнще между собой пи одного об¬ 
щего параллелоудра. 

Совершенно очевидно, что каждый параллелоэдр в слое 
отграничивается от сме;кных с ним нараллелоудров несколь¬ 
кими парами граней, как например параллелоудр < О на 
рис. 121. Эти граіш пересекаются друг с другом в парал¬ 
лельных ребрах, которые, вообще говоря, могут и не быть 
прямыми линиями. Общая совокупность таких граней парал¬ 
лелоудра, которые могут быть и не плоскими, называется 
поясом граней, по анало^ши с поясом граней многогранника. 

Так как к каждой іщани данного параллелоудра примы¬ 
кает смежный с ним параллелоудр, а калсдые два паралле¬ 
лоудра определяют колонну, причем для определения слоя 
необходимо иметь только две колонны, то зіы можем сказать, что 
каждый пояс параллелоудра вполне определяет некоторый слой. 

Таким образом, несколько аіоев в системе параллелоэдров, 
определяемые различньоіи поясами одного и того же парал¬ 
лелоудра, пересекаются мел;ду собой в этом параллелоэдре, 
который и будет единственным параллелоэдроіуі, входящим 
в состав всех этих слоев. Каждый слой паролелоэдров де¬ 
лится данной колонной этого слоя па две части, причем 
между параллелоудрами одной части и параллелоудрами дрз^- 
гой не мо^кет быть ни одной общей точки. Таким образом, 
если (рис. 121) параллелоудр 00 слоя соприкасается с па- 
ра.ілелоудром 11 того же слоя по грани /7^, то утими двумя 
пара.ілелоэдрами определяется колонна Ы, 

Еаіи с парахіелоэдром 00 соприкасается параллелоэдр 
10 по грани гр, то, приняв параллелоу;пр 10 за исходный, 
выведем смежную и параллельную кі колонну тщ в состав 
которой будут входить параллелоэдры 01, 21, 3 2 и т. д. 

Параллелоэдры 11 и 00 отделены друг от друга колонной 
тп и, следовательно, не могут иметь обпщх точек. 

Колонны аЬ и дк будут смежньоѵш и параллельны™ между 
собой. Точно также смежными и параллельными будут ко- 


і 








Структура кристаллов 


81 


I лонньі Ы и тп. Параллелоэдр 00 входит в состав колонн 
^ ей и Л/, причем он имеет грани, обіцие с шестью парал- 
. лелоэдрат 10, 11, 01, 10, 11, ОІ. Кроме этих параллело- 
; эдров, б.жкайшими к параллелоэдру 00 будут параллелоэдры 
: 11 и 11. Но, как мы видели, с параллелоэдром 11 взятый 
I нами параллелоэдр 00 не может иметь ни одной обіцей 
: точки, также и с параллелоэдром 11, который отделен от 
I параллелоэдра 00 колонной 10, 01, 12 и т. д. Из этих рас- 
1 суждений вытекает весьма важный вывод, который можно 
: формулировать так: 

Параллелоэдр может входить в состав не более как трех 
I колонн одного и того же слоя. Так как каждая колонна слоя 
: определяется двумя параллельными гранями, а самый слой 
I поясом граней параллелоэдра, то пояс параллелоэдра не мо- 
; жет состоять более, чем из трех пар параллелЕшых граней. 

В частном случае, пояс параллелоэдра может состоять только 
I из двух пар параллельных граней, как напр., пояса каждого 
I параллелепипеда, который, очевидно, может служить паралле¬ 
лоэдром некоторой системы. 

Выделив из системы параллелоэдров какой-нибудь слой, 
пересечем его плоскостью, проходящей через соответственные 
точки параллелоэдров этого слоя. Такая плоскость пересечет 
грани параллелоэдров слоя по некоторым линиям, причем 
каждая такая линия будет иметь себе равную и параллельную. 
В результате, мы получим на плоскости систему равных фигур, 
выполняюіцих плоскость без промежутков. #Эти фигуры на¬ 
зываются параллелогонами и могут быть или с четыреуголь- 
ными очертаниями — дипараллелогоны, или с шестиуголь¬ 
ными очертаниями — трипараллелогоны. Таким образом, 
пояса граней параллелоэдра будут или дипараллелогональны 
или трипараллелогональны. 

В виду того, что каждое ребро параллелоэдра служит осью 
некоторого первичного пояса, каждая грань параллелоэдра 
представляет собою некоторый параллелогон. Каждая пара 
параллельных граней параллелоэдра определяет некоторую 
колонну. Каждые две пары параллельных граней опреде¬ 
ляют некоторый пояс граней параллелоэдра, причем каждый 
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пояс параллелоэдра, в свою очередь, определяет некоторый 
слой. 

Ест грань параллелоэдра имеет п пар сторон и каждая 
такая сторона служит одним из параллельных ребер первич¬ 
ного пояса, то количесаъо поясов, пересекающихся в данной 
грани, будет равно 7г, Таким образом, каждую пару парал¬ 
лельных граней параллелоэдра, мы можем рассматривать как 
элемент пересечения нескольких первичных поясов. Так как 
калідый пояс определяет слой, то мы можем построить п 
слоев так, чтобы в состав этах слоев входила колонна, опре¬ 
деляемая двумя равными и параллельными гранями паралле¬ 
лоэдра, имеющими каждая по п пар сторон. При таком по¬ 
строении, эта колонна будет колонной пересечения п слоев 
системы. Взяв какой-нибудь слой системы, пересекающий 
эту колонну и содержащий в себе данный параллелоэдр, мы 
увидим, что этот слой определяет некоторый пояс данного 
параллелоэдра, и будет пересекать п слоев, содержавших дан¬ 
ный параллелоэдр. Это может быть только в том аіучае, 
если данный параллелоэдр имеет пояс, содержапший 2п гра¬ 
ней. Так как пояса параллелоэдров могут быть только ди — 
или трипараллелогональны, то п будет равно 2 или 3. 
Отсюда мы непосредственно выводим, что грани паралле¬ 
лоэдра могут быть только или четыреугольники, или шести¬ 
угольники. 

Возьмем в системе параллелоэдров два, непараллельные 
между собой, слоя. Эти два слоя должны пересекаться 
друг с другом в’ некоторой колонне, т. е. иметь одну об¬ 
щую колонну. Каждый параллелоэдр этой обншей колонны 
будет входить в состав, по крайней мере, двух колонн в каж¬ 
дом из пересекающихся слоев, причем за одну из таких ко- 
конн мы примем колонну, общую двум слоям, т. е. ту ко¬ 
лонну, в которой пересекаются два произвольно взятых слоя 
системы. 

Таким образом, в нространственной системе каждый па¬ 
раллелоэдр будет обпщм, по крайней мере, трем колоннам. 
В самом деле, в каждом слое данный пара^оелоэдр может 
входить в состав или двух, или трех колонн, а в двух слоях 
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ЭТОТ параллелоэдр моліет быть обіцим или трем, иж четырем, 
иж, наконец, пяти колоннам. 

Принимая некоторый параллелоэдр пространственной си¬ 
стемы за исходный, мы можем опредежть положение каж¬ 
дого параллелоэдра системы, отметив его символом, состоящим 
из трех цифр. Символ исходного параллелоэдра будет в та¬ 
ком случае ООО. 

Каждый параллелоэдр должен иметь несколько поясов, так 
как один пояс граней не может образовать замкнутой про¬ 
странственной фигуры. Обозначим кожчество дипараллелого- 
нальных поясов параллелоэдра буквой а кожчество три- 
параллелогональных р^. Тогда общее кожчество всех поясов 
параллелоэдра р =Р 2 + Рв- 

Точно такгке, для общего кожчества /* граней параллело¬ 
эдра, мы можем написать выражение /'=/'2 + /з^ где /^2 кож¬ 
чество граней с двумя парами параллельных сторон, а /3 коли¬ 
чество граней с тремя парами сторон. Есж мы сосчитаем 
кожчество пар граней в каждом поясе параллелоэдра, то 
в дипараллелогональном поясе таких пар граней будет, оче¬ 
видно, две, а в трипараллелогональном 3. Так как число 
диііараллелогональных поясов параллелоэдра равно Р 2 ^ а три- 
параллелогональных то, при таком подсчете, мы получим 
как сумму 2/72 + 3 / 73 . Заметив, что при этом подсчете каж¬ 
дая грань с двумя парам параллельных сторон была сосчи¬ 
тана 2 раза, так жак она вошла в состав двух поясов, а 
грань с тремя парами сторон сосчитана три раза, выводим 
следующее соотношение: 

^Р2 "Ь ~ ^/2 "Ь ^/з* 

Есж мы возьмем какой-нибудь пояс, то мы можем под¬ 
считать во скольких гранях пересекут его все остальные 
пояса. Есж бы все грани взятого пояса имеж по две пары 
сторон, то в каждой паре граней взятого пояса его мог бы 
пересечь только один пояс. При этом условии, число поясов, 
пересекающих взятый пояс, т. е. — 1 , было бы равно числу 
граней этого пояса. Есж в состав пояса будут входить грани 
с тремя парами сторон, то в этих гранях данный пояс будет 
пересекаться с двумя поясами. В этом случае, число граней 

6 * 
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ИСХОДНОГО пояса будет меньше тесла пересекаюнщх его 
поясов. 

Для того, чтобы количество граней пояса снова стало равно 
2 ? — 1, необходимо умножить на 2 тесло граней исходного 
пояса, имеющих по три пары параллельных сторон. Взяв 
обилую сумму, полученную для всех поясов, мы находим: 

р(р-1) = 2/-, + 2-3/-з. (2) 

В самом деле, в состав общей суммы р{р—1) каждая 
грань с двумя парами сторон войдет два раза, а каждая 
грань с тремя парами сторон, как только что было указано, 
шесть раз. 

Вычтя из выражения (2) равенство (1), находим: 

^и=-ІР-^)р—Рг ( 3 ) 

При всех вышеизлоліенных рассуждениях мы рассматри¬ 
вали параллелоэдр, как некоторое тело, ограітеченное неопре¬ 
деленными поверхностями. Как частный случай, мы можем 
рассматривать такой параллелоэдр, грани которого представ¬ 
ляют собою плоскости, а ребра, следовательно, прямые линии. 
Другими словами, мы можем за параллелоэдр принять всякий 
многогранник, выполняющий пространство без промежутков 
при своем повторении в параллельном положении. Имея си¬ 
стему таких параллелоэдров, мы мол^ем всегда заменить каж¬ 
дую плоскую грань, взятого нами параллелоэдра, некоторой 
кривой поверхностью. Произведя такую замену всех, не па¬ 
раллельных друг другу, плоских граней параллелоэдра, мы из¬ 
меним его обьем, что для каждой грани выразится приба¬ 
влением или отнятием некоторого тела, ограниченного с од¬ 
ной стороны плоскостью, а с другой — взятой кривой поверх¬ 
ностью. Если мы прибавим к одной, какой-нибудь, плоской 
грани параллелоэдра такое тело, то для того, чтобы измененный 
таким образом многогранник, все-таки, остался параллело- 
эдром, мы должны будем отнять от него такое же тело, со 
стороны параллельной грани. 

Проделав такие прибавления и отнятия для всех плоских 
граней параллелоэдра, мы, в результате, получим параллелоэдр 
того же обьема и с тем же количеством граней и ребер, 
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как и взятый параллелоэдр с плоскими гранями. В виду 
этого, многогранники с плоскими гранями, вынолняіоіцие в 
параллельном положении пространство без промелгутков мы 
будем называть первичными параллелоэдрами, а все осталь¬ 
ные, выводимые из ішх, — вторичными. Итак, первичный 
параллелоэдр есть некоторый многогранник с плоскими 
гранями. Мы будем называть типическим первичным парал- 
лелоэдром такой первичный параллелоэдр, который можно 
описать вокруг шара или вписать в некоторый шар. 

2 . ВЫВОД ТИПИЧЕСКИХ ПЕРВИЧНЫХ 
ПАРАЛЛЕЛОЭДРОВ. 

Как было доказано, грани таких многогранников могут 
быть только или четыреугольники, или шестиугольники. Так 
как, вообіде, ие может существовать шогогранника, у кото¬ 
рого все грагт были бы шестиугольниками, то в каждом 
параллелоэдре непременно должна быть хотя бы одна пара 
четыреугольиых граней. Назовем такую пару четыреуголь- 
ных граней основными. Кроме того, назовем основныш так;ке 
и оба пояса, пересекающихся в этих гранях. Один из ос¬ 
новных поясов мы и примем за исходный для дальнейших 
выводов. 

Так как, вообще, всякий пояс параллелоэдра молет быть 
только четырехгранным, или шестигранным, то и исходный 
пояс должен удовлетворять этому общему правилу. 

Если исходный пояс четырехгранный, то в нем, кроме ос¬ 
нований, имеется всего одна пара боковых граней, причем 
эти грани могут быть или одинаковыми четыреугольниками 
или шестиугольниками. Таким образом, мы можем иметь: 

I. Исходный пояс четырехгранный и боковые грани — 
четыреугольники. 

При таком условии получаются всего три пояса, т. е. р = 3, 
откуда р(р — 1) = 6. 

Из выражения (2) находим: /’з = О и /* == /’з = 3. 

Из выражения (3) получаем: р^ = О. 

Таким образом, при этом условии, мы получаем паралле¬ 
лоэдр с тремя парами параллельных граней, так называемый 
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трипараллелоэдр. Каждая грань трипараллелоэдра — неко¬ 
торый четыреугольник. Первичный параллелоэдр — неко¬ 
торый параллелепипед. 

Типическим первичным параллелоэдром в этом случае будет 
куб (рис. 122), так как его можно и вписать в ілар и опи¬ 
сать около піара. Многогранники, обладаю¬ 



щие таким свойством, вообіце, Г^І ^ 




II. Исходный пояс четырех¬ 
гранный, а боковые грани — 
шестиугольники. 


При этом условии получаем 



всего четыре пояса, т. е. ;? = 4, 
откуда р(р— 1 )= 12 . Из вы- 


Рпс. 122. 


ражения ( 2 ) находим: /^3 = 1 , т. е. имеется только одна пара 
шестиугольных граней, а именно, взятые нами боковые грани 
исходного пояса. 

В виду этого: /“г = 3 и /^ = /‘з + Гз = Из формулы (1) 
находим: 2 р^ + Зр^ = 9, Так как р = 4, то р^ = 1. Выве¬ 
денный параллелоэдр, как мы видели, имеет 4 пары парал¬ 
лельных граней, а потому он называется тетрапараллелоэдром. 
Одна пара граней этого паршілелоэдра шестиугольники, а три 
другие пары параллельных граней — четыреугольники. 

Типическим первичным пара.ілелоэдром в этом случае будет 
с. 1 ужить, вообще, комбинация гексагональной призмы и пина- 
коида, так как всякую такую комбинацию можно вписать в 
шар. Среди этах комбинаций имеется единственная, которая 
является мезосферическим многогранником (рис. 123). 

Если исходный пояс шестигранный, то в нем, кроме двух 
основных, имеются еще две пары граней. Относительно этих 
граней мы можем сделать следующие три допущения. 1 ) Обе 
пары граней четыреугольны. 2 ) Одна пара четыреугольна, 
а другая шестиугольна. 3) Обе пары шестиугольны. 

III. Исходный пояс шестигранный, причем все грани этого 
пояса — четыреугольники. 

При этОхМ условии мы можем сделать два предположения: 

1) В составе граней параллелоэдра имеются шестиуголь¬ 
ники. При таком предположении мы выведем опять тетра- 
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параллелоэдр, так лто этот случай будет совершенно анало¬ 
гичен с II. 

2) Все грани параллелоэдра четыреугольники. В этом 
случае мы будем, следовательно, иметь: /’д = О, ^9 = 4. Из 
формулы (2) находим: /’з = 6 и, следовательно, /*= 6. Так 
как в нашем случае из формул (1) и (2) мы получаем: р{р— 1) 
= 2 ^ причем р = 4, то должно быть равно нулю 

и в таком случае р^ = 4, т. е. все пояса параллелоэдра ше¬ 
стигранны. Выведенный параллелоэдр с шестью пара^ми па¬ 
раллельных граней называется гексапараллелоэдром. 

Первичным иараллелоэдром, в этом случае, может быть 
комбинация тетрагональной призмы и дииирамиды дитетра¬ 
гонально-дипирамидально го вида симметрии, причем грани 
призмы и дииирамиды будут перпендику¬ 
лярны различным плоскостям симметрии, про- 
ходяищм через четверную ось. 

Типическим первичным иараллелоэдром для 
этого случая будет служить ромбический до- 
декоэдр, в который, как известно, можно 
вписать шар (рис. 124). 

IV. Исходный пояс шестигранный, причем в этом поясе 
имеется только одна пара шестиугольных граней. 

В этом случае р = 5, следовательно, кроме двух основных 
поясов в параллелоэдре имеется еще три первичных пояса, 
в состав которых не входят основные грани. Из этого мы 
заключаем, что боковые грани обоих основных поясов должны 
быть: одна шестиугольная, а другая четыреугольная. 

В самом деле, в виду того, что р = 6, каждый пояс дол¬ 
жен пересечься с 4-мя поясам. Так как пояс не может 
содержать восьми пар граней, то для такого пересечения 
необходимо, чтобы одна пара параллельных граней пояса 
была бы шестиугольной. Из этого мы заключаем, что /’д не 
меньше 2. Кроме того, по условию, /з не меньше 3. , Так 
как р(р— 1)^20, то на основании формулы (2) заключаем, 
что /*з = 2 и /’з = 4. Кроме того, на основании формул, мы 
выводим: Рз = 4 и ;9з = 1. Наконец,находим: /' = /'2 +/з = 6* 
Таким образом, выведенный параллелоэдр будет с шестью 
парами граней т. е. опять гексапараллелоэдр, оттчающийся 
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ОТ уже ранее выведенного гексаііараллелоэдра только тем, 
что в сосіав его граней будут входить шестиугольники. 

Первичным параллелоэдром, в этом случае, мо;кет служить 
совершенно аналогичная комбинация тетрагональной приэмы и 
тетрагональной дипирамиды, как и для рассмотренного ранее 
гексапараллелоэдра. Раэница будет толі,ко в расстоянии вер¬ 
шин, нересекаіоіцихся в которое в рассматриваемом случае 
будет больше, чем в случае 111. Таким обраэом, такой уд.іи- 
ненный гексапараллелоэдр мы можем рассматривать, как не¬ 
существенное видоизменение гексапараллелоэдра, рассмотрен¬ 
ного в пункте 111. Б виду этого, за ттіпический первичный 
паралделоэдр, для этого случая, мы доллшы принять таклге 
ромбический додекоэдр, рассматривая его боковые і’рапи как 
шестиугольники, у которых длины одной пары ребер равны 
нулю. 

V. Исходный пояс шестигранный, причем, кроме основных, 
все грани этого пояса шестиугольники. 


В этом случае, боковые грани обоих основных поясов 
должны быть шестиугольники, так как /) = 6 . Из выралѵе- 
ния ( 2 ) мы находим: рір •— 1) = 30 = 2/2 + ’ /з 

меньше 4; /*з не может быть и больше 4, так как при 
/■3 = 5 количество {2 равнялось бы пулю, что противоречит 
условию. Таким образом, /3 = 4 и /"з = 3, откуда /'=7, а 
отсюда Яз = ^ ^ 


Выводящийся параллелоэдр с семью парами параллельных 
граней называется гептапараллелоэдром. 

Тиітческим первичным параллелоэдром, для этого сл^^чая, 
будет комбинация куба и октаэдра совершенно определен¬ 
ного вида. В этой комбинации грани куба 
притупляют четырехгранные углы октаэдра, 
таким образом, что каждое ребро октаэдра 
делится ровно на три части и одна треть 
отсекается гранью куба. В результате, мы 
получаем такой параллелоэдр? гранями кото¬ 
рого служат 6 квадратов и 8 правильных 
шестиугольников, причем эта комбинация может быть вписана 
в шар (рис. 125). 
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3. виды и типы СТРУКТУРЫ. 

Каждый тип параллелоэдра определяет собою некоторый 
вид структуры. Таким образом, мы имеем четыре возможных 
вида структуры: 1) гексаэдрический, 2) призматаческий, 
3) додекаэдрический и 4) октаэдрический. Название этих 
видов структуры взято от наименования первичного типи¬ 
ческого параллелоэдра, характеризующего вид структуры. 

Рассматривая типические первичные параллелоэдры с точки 
зрения их симметрии, мы видим, что три из этих паралле- 
лоэдров, а именно три-, гекса- и гентапараллелоэдр, отно¬ 
сятся к дитриоктаэдрическому виду симметрии и характе¬ 
ризуются, следовательно, формулой 3 4 6 9 Р. Что 

касается первичного типического.тетрапараллелоэдра, то его 
симметрия будет выражаться формулой X® 6 7 Р и он, сле¬ 

довательно, будет относиться к дигексагонально-дипирами- 
дальному виду симметрии. 

В виду этого, мы можем различать два типа структуры: 
1 ) кубический тин с тремя видами структуры: а) гексаэдри- 
ческим, Ь) додекаэдрическим и с) октаэдрическим и 2) гипо- 
гексагоиальный тин с одним единственным призматическим 
видом структуры. 

Как мы уже видели, виду симметрии 3 Х^ 4 Х^ 6 Х^ 9 Р 
подчинены все виды симметрии моногональной, дигоналъной, 
тригональной и тетраэдро-октаэдрической симметрических си¬ 
стем, а кроме того, еще 5 видов симметрии тетрагональной 
системы, не содержащих С друі’ой стороны, виду симме¬ 
трии ^ 1 Р также подчинены всё виды симметрии мо- 

ногональной, дигональной и тригональной симметрических 
систем. Кроме того, этому виду симметрии подчинены 5 видов 
симзіетрии гексагональной симметрической системы, не со¬ 
держащих і® 2 * 

Если мы подвергнем одной или нескольким гомогенным 
деформациям данный типический первичный параллелоэдр, 
то, в результате, получим некоторый, уже не типический, пер¬ 
вичный параллелоэдр, но внешней симметрии подчиненный 
взятому типическому параллелоэдру. Такие параллелоэдры 
будут характеризовать строение кристаллов, имеющих меньшее 
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количество элементов симметрии, сравнительно с кристаллам, 
характеризующимся типическими параллелоэдрам. Кроме 
того, заметим, что из самого определения понятия о паі.а.7г- 
лелоэдре, каждый типический параллелоэдр должен иметь 
центр обратного равенства. В самом деле, во всяком парал- 
леллоэдре мы можем совместить друг с другом две равные 
параллельные грани, или 1) просто произведя поступатель¬ 
ное движение одной грани по направлению к другой, или 
2 ) сначала произв -дя поворот одной данной грани в ее 
плоскости на 180® и затем уже сделав ее перемещение по 
направлению к другой данной гізани. Такими свойствами 
будут обладать только фигуры, имеющие центр обізатного 
равенства. Из этого соображения мы выводим совершенно 
определенное заключение о возможных видах симметрии пер¬ 
вичных параллелоэдров. Это будут толі.ко те виды симметрии, 
которые имеют центр обратного равенства. В виду того, что 
мы можем совместить ])авные грани первичного параллело- 
эдра при помощи простого поступательного движения, мы 
заключаем, что каждая грань параллелоэдра будет иметь себе 
не только обратно, но и прямо равную грань. 

4. ПРОСТРАНСТВЕННЫЕ РЕШЕТКИ. 

Иололшм, нам дана некоторая часть пространства, запол¬ 
ненная параллелоэдрами т. е. некоторая систеаіа параллело¬ 
эдров. От каждого параллелоэдра системы в различных на¬ 
правлениях тянутся колонны параллелоэдров, причем каж¬ 
дая такая колонна характеризуется определенным направ¬ 
лением. Выберем одну из таких колонн и отметим какую- 
нибудь точку внутри одного из параллелоэдров этой колонны. 

В виду полного тождества всех параллелоэдров, мы можем 
найти внутри каждого из них такую точку, которая будет 
расположена относительно элементов, содержащего ее па¬ 
раллелоэдра, точно так же, как и выбранная нами точка 
внутри первого параллелоэдра. Такие точки мы будем назы¬ 
вать гомологическими. 

Если мы возьмем внутри каждого параллелоэдра колонны 
точку, гомологическую но отношению к некоторой точке. 
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взятой произвольно внутри одного из параллелоэдров ко¬ 
лонны, то мы можем вывести бесконечный ряд гомологи¬ 
ческих точек, причем каждая точка будет находиться внутри 
колонны. Все точки такого ряда будут лежать на од¬ 
ной прямой линии, причем расстояние между двумя бли¬ 
жайшими гомологическими точками ряда будет одинаково, 
какие бы мы две точки ни взяли. Это расстояние иазшает- 
ся промежутком или параметром ряда и будет соответство¬ 
вать расстоянию между двумя гранями параллелоэдра, пере¬ 
секающими прямую, проведенную через точки ряда, если 
только эти грани будут перпендикулярны к проведенной 
прямой. 

Рассмотрим какой-нибудь слой пространственной си¬ 
стемы параллелоэдров. Примем один из параллелоэдров 
этого слоя за исходный. Взяв некоторую точку внутри ис¬ 
ходного параллелоэдра, мы можем получить гомологические 
точки во всех параллелоэдрах того же слоя. Выведя такие 
точки, мы увидим, что все они будут лежать в одной плос¬ 
кости. В самом деле, по какому бы пути мы ни следовали 
от одной точки к другой, мы не выйдем из плоскости, опре¬ 
деляемой двумя рядами гомологических точек, соответствую- 
іцими двум колоннам данного слоя, пересекающимся в ис¬ 
ходном параллелоэдре. Такая система гомологических точек 
па плоскости называется плоской сеткой. 

Возьмем три, б.шжайшие друг другу гомологические точки 
плоской сетки и проведем через них прямые .іинии, приняв 
одну из взятых точек за тотау пересечения двух прямых. 
Каждая такая прямая определит ряд гомологических точек. 
Проведя через каждую точку первого ряда линию, параллель¬ 
ную второму ряду, а через калщую точку второго ряда пря¬ 
мую, параллельную первому ряду, получим систему параллело¬ 
граммов на плоскости. В каждой верніине каждого параллело¬ 
грамма системы будет находиться одна из гомологических 
точек данной плоской сетки. Длины двух непараллельных 
сторон каждого параллелограмма ^ и будут в то же время 
и длинами промежутков соответственных рядов. 

Заменив все параллелоэдры системы гомологическими точ¬ 
ками, мы получаем пространственную систему точек, расноло- 
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женных С определенной правильностью. Такая система на- 
зьгеается пространстаенной решеткой. 

Выбрав произвольную гомологическую точку простран¬ 
ственной решетки, мы можем пайта блилшйпіие к пей 
три гомологические точки, причем возы\іем эти точки так, 
чтобы взятые нами четыре точки, считая и произвольно вы¬ 
бранную, не лежали в одной плоскости. Проведем через 
исходную точку и каждую из арех найденных прямую ли¬ 
нию. Эти три прямые определят три ряда просірапствеппой 
решетки с промежутками и Сд, причем эти промеліутки, 
по условию, будут наименьшими в данной пространственной 
решетке. 

Проведя из каждой точки пространственной решетки ряды, 
параллельные трем найденным рядам, мы выведем систему 
некоторых параллелепипедов, ребра которых будут наимень¬ 
шими из возможных промежутков ряда. Такие параллелепи¬ 
педы называются элементарными основными параллелепипе¬ 
дами данной пространственной решетаи. 

В каждой вершине основного элементарного параллелепи¬ 
педа будет находиться одна гомологическая точка простран¬ 
ственной решетки, причем, по условию построения такого 
параллелепипеда, внутри его не может быть пи одной гомо¬ 
логической точки. 

Ясно, что для всякой пространственной решетки молсет 
быть найден только один элементарный основной параллеле¬ 
пипед и, таком образом, этот параллелепипед будет вполне 
определять вид данной решетки. 

Переходя от параллелоэдров к пространственным решет¬ 
кам, мы можем вывести заключение, что в основе строения 
каждого кристаллического веіцества лежит некоторая опре¬ 
деленная пространственная решетка, состоящая из гомологи¬ 
ческих точек, и представляюш,ая собой геометрическую схему 
строения данного кристалла. 

Каждую пространственную решетку мы можем рассматри¬ 
вать как некоторую систему элементарных параллелепипедов, 
или ячеек. В виду этого, теория строения кристаллического 
вепі;ества, основанная на рассмотрении свойств таких про- 
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странственных решеток, называется ретикулярной теорией 
строения (от латинского слова геіісиіит — ячейка). 

Если мы будем рассматривать каждую гомологическую 
точку пространственной решетки, как некоторую материаль¬ 
ную частицу, то, с такой точки зрения, каждая грань кри¬ 
сталлического многогранника будет представлять собою не¬ 
которую плоскую сетку данной пространственной решетки, 
а каждое ребро — некоторый ряд гомологических точек той 
же решетки. С другой стороны, каждая плоская сетка про¬ 
странственной решетки может появиться в виде определен¬ 
ной грани кристалла, т. е. при известных условиях, говоря 
теоретически, будет представлять собою одну из частей по¬ 
верхности ограничения данного кристаллического многогран¬ 
ника. 

В виду этого, каждая плоская сетка пространственной ре¬ 
шетки может быть названа возможной гранью кристалла, а 
каждый ряд — возможным ребром. 

Совокупность всех возможных для данного кристалли¬ 
ческого веш,ества граней и ребер, вне зависимости от их 
взаимного расположения, называется комплексом граней и 
ребер данного кристалла. 

Итак мы видим, что ретикулярная теория строения кристад- 
.іического веш;ества заключает в себе понятие о правильных 
системах точек, или пространственных решетках, являющих¬ 
ся по своему существу безграничными математическими об¬ 
разами. Принимая ретикулярную теорию структуры, мы мо¬ 
жем рассматривать каждый кристалл, идеально образованный 
с то^іки зрения проявления его симметрии, как некоторую 
часть пространственной решетки, ограниченную определенным 
количеством рациональных граней, представляющих собою 
плоские сетки данной решетки. 

Если мы представим себе, что такой идеально образо¬ 
ванный кристалл ограничен полной совокупностью возмож¬ 
ных граней и ребер, то мы будем называть полученный гео¬ 
метрический образ „кристаллическим комплексом^ или просто 
„комплексом“, рассматривая его, как некоторую неопреде¬ 
ленную часть пространственной решетки. Симметрию ком¬ 
плекса мы назовем комилексиальной симметрией. Понятие 
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„кристаллического комплекса^ не следует смешивать с по¬ 
нятием „комплекса граней и ребер,“ приведенного выше. 

Если отвлечься от представления о внутреннем строении 
кристаллического комплекса и рассматривать толізко его внеш¬ 
нюю форму, то такая форма, вообще говоря, будет представ¬ 
лять собою некоторый эллипсоид, который можно назвать 
„комплексиальиым эллипсоидом^'. 

5. ЗОНЫ (ПОЯСА) КРИСТАЛЛИЧЕСКИХ КОМПЛЕКСОВ. 

Поясом, или зоной граней кристаллического комплекса, мы 
называем совокупность граней, возможных для данного ком¬ 
плекса и пересекающихся в параллельных ребрах. 

С точки зрения строения кристаллического вещества, та¬ 
кой пояс граней будет представлять собою совокупность 
плоских сеток, определяемую каким-нибудь, произвольно взя¬ 
тым, рядом гомологических точек данной решетки. Такой 
ряд будет называться осью пояса. Ясно, что ось пояса будет 
всегда возможным ребром кристалла. 

Если в поясе граней существует две возмолсные взаимно- 
перпендикулярные грани, то пояс называется ортогональ¬ 
ным. Если в поясе имеется для каждой грани возможная, 
перпендакуларная к ней грань, то нояс называется изотроп¬ 
ным. Пояса, в которых нет взаимно-ііерііендикулярных воз¬ 
можных граней, называются анортогональными. 

Ребровым поясом кристаллического комплекса мы называем 
совокупность возможных ребер, параллельных некоторой плос¬ 
кости, которую мы называем гранью ребрового пояса. С точ¬ 
ки зрения структуры кристаллов каждое возможное ребро 
есть ряд гомологических точек пространственной решетки. 
Следовательно, ребровой пояс мы можем рассматривать, как 
совокупность всех рядов некоторой плоской сеіки, пересе¬ 
кающихся в одной из гомологических точек той же сетки. 

Аналогично с поясами граней мы различаем ортогональ¬ 
ные, изотропные и анортогональные ребровые пояса. 

При рассмотрении теории строения кристаллического ве¬ 
щества было указано, что ка^кдая возмолшая грань кристалла 
есть одна из плоских сеток пространстт^енной решетки. Кроме 
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того, в каждой плоской сетке мы можем провести через какие 
угодно две гомологические точки некоторый ряд, предста¬ 
вляющий собою возможное ребро данного кристалла. Каждая 
возможная грань кристалла, таким образом, будет гранью не¬ 
которого ребрового пояса. 

С другой стороны, взяв какой-нибудь определенный ряд 
гомологических точек пространственной решетки и еще одну 
гомологическую точку той же решетки, находящуюся вне 
этого рода, мы выведем некоторую плоскую сетку. Все вы¬ 
веденные при помощи такого построения плоские сетки бу¬ 
дут иметь общие гомологические точки, расположенные на 
взятом нами произвольном ряде, т. е. этот ряд будет линией 
пересечения всех плоских сеток пространственной решетки. 

Так как каядай ряд гомологических точек мы мо¬ 
жем назвать возм(Ужным ребром, а каждую плоскую сетку 
возможной гранью, то, из только что приведенного рассуж¬ 
дения, мы можем сделать такой вывод: каждое возможное 
ребро кристалла представляет собою линию пересечения бес¬ 
конечно большого количества возможных граней. Если не¬ 
которые из таких граней будут служить поверхностью огра¬ 
ничения данного кристаллического многогранника, то все они 
будут пересекаться между собой по ребрам, параллельным 
взятому ряду гомологических точек. Таким образом, каждое 
возможное ребро кристаллического котлекса будет пред¬ 
ставлять собою ось некоторого пояса граней. 

Выведя все возможные кристаллические ребра и найдя 
соответствуюпще им пояса граней кристаллического комплек¬ 
са, мы увидим, что в каждой грани комплекса будет пере¬ 
секаться несколько поясов граней и, следовательно, каждый 
комплекс будет состоять из граней, расположенных по поя¬ 
сам. Всякий многогранник, каждая грань которого входит 
в состав некоторого пояса граней, называется зоноэдром. В 
виду этого, мы можем сказать, что всякий кристаллический 
многогранник будет определенным зоноэдром. В этом и .со¬ 
стоит закон зон, или закон Вейсса, называемый так в виду 
того, что этот закон был установлен в 1804 году немецким 
кристаллографом СЬг. 8. ^еівз^ом. 
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6. ПОСТРОЕНИЕ ПРОСТРАНСТВЕННОЙ РЕШЕТКИ. 

Для построения пространственной решетки, возьмем в 
пространстве произвольную прямую линию. Отметим па этой 
прямой две точки к Положим, расстояние между эти¬ 
ми точками будет представляющее собою при нашем по¬ 
строении отрезок взятой прямой Начиная от точки 

в одну сторону, и от точки в другую, отложим на взятой 
прямой бесконечное мно;кество отрезков каждый раз от¬ 
мечая начальную и конечную точку такого отрезка. В ре¬ 
зультате такого построения получим некоторую прямую с 
отмеченными на ней точками, находящимися на равных рас¬ 
стояниях друг от друга. Прямолинейная система таких рав- 
ноотстояищх точек образует первый ряд гомологических чю- 
чек, а соединяюищя их прямая будет ]%)едставлять собою, 
так называемую, линию ряда. Расстояние, между двумя бли¬ 
жайшими друг к другу гомологическими точками ряда, бу¬ 
дет служить промежутком ряда, или его параметром. 

Возьмем второй ряд гомологических точек с таким же па¬ 
раметром и распололшм его па раллельно первому ряду, при¬ 
чем, положение какой-нибудь гомологической точки первого 
ряда, относительно некоторой то'.кя второго ряда, мол;ет быті> 
выбрано произвольно. Проведем прямую через одну из то¬ 
чек первого ряда. Очевидно, эта прямая и два параллель¬ 
ных друг другу ряда будут вполне однозначно определять 
некоторую плоскость. Прямую, проведенную через одну из 
гомологических точек первого ряда и точку второго ряда, мы 
можем рассматривать, как линию ряда с параметром 

Отметив гомологические точки этоію ряда, мы можем про¬ 
вести через каждую такую гомологическую точку прямую, 
параллельную первому ряду, и на этой прямой построить гомо¬ 
логические точки, находящиеся друг от друга на расстоягши 
Все такие ряды будут, очевидно, находиться в одной 
плоскости, и будут определять собою плоскую сетку про¬ 
странственной решетки. 

Вообще, мы будем называть системой рядов все, параллель¬ 
ные друг другу, ряды пространственной решетки. Ясно, что 
все ряды одной системы будут иметь одинаковые параметры. 
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Построим вторую плоскую сетку той же формы и вели¬ 
чины, как и построенная нами первоначально. Расположим 
эту вторую сетку в плоскости, параллельной плоскости первой 
сетки и находящейся на произвольном расстоянии от первой 
сетки, так, чтобы ряды гомологических точек второй плоской 
сетки бы.іи расположены параллельно рядам первой сетки,, 
имеющим параметры, равные параметрам рядов второй сетки. 

Проведем прямую через одну из точек первой сетки и 
некоторую точку второй сетки. Эту прямую мы опять мо¬ 
жем рассматривать, как ряд гомологических точек с проме¬ 
жутком Сд, равным расстоянию между теми гомологическими 
точками первой и второй сетки, через которые проведен этот 
ряд. Отметив на этом ряде все его гомологические точки, и 
проведя через каждую такую точку плоскую сетку,параллельную 
двум первым сеткам, с соблюдением условия, чтобы ряды, харак¬ 
теризующиеся одинаковыми параметрами, во всех построенных 
плоских сетках были параллельны друг другу, т. е. образовали 
бы систему рядов, получим пространственную решетку. 

Назовем все параллельные друг другу плоские сетки] с 
параллельными равными рядами системой плоских сеток. 

Приняв такие обозначения, можно сказать, что всякая 
пространственная решет¬ 
ка представляет собою 
одновременно и систему 
рядов и систему плоских 
сеток. Пространственная 
решетка, вообще, рас¬ 
сматривается, как беско¬ 
нечно продолжающаяся 
по трем измерениям. 

Для иллюстрации та¬ 
кого построения, рассмо¬ 
трим рис. 126, предста¬ 
вляющий собою некото¬ 
рую часть пространствен¬ 
ной решетки. 

Положим О, а, а^.,. первый ряд гомологических то¬ 
чек; 6, й, . . . второй ряд, параллельный первому и с 

13: КРИСТАЛЛОГРАФИЯ 7 
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тем же параметром Оа = Ъ(1 = с^. Линия, проведенная через 
то^іку О первого ряда и точку Ь второго ряда образует третей 
ряд гомологических точек с параметром ОЪ -= непараллоль- 
иый рядам О ... и Ъ ... 

Б а'аком случае, ряды О ... и О ... определяют пер¬ 
вую плоскую сетку Оаа^а^... ЪЬ^Ъ.^ ... сісі^сі^. .. Вторая 
плоская сетка, подобная первой, определяется рядами е^дщ 
и е^ее^ . .. причем е^е = и е^д = с^. 

Линия Ое^Н^ будет таіаке линией ряда гомологических 
точек. ;І^)угие плоские сетки, той ;ке системы сеток, пройдут 
через точки и \ ряда и будут паі)аллельны сетке 
Оаа^а^ ... \ . .. Ряд Ое^Ь^Іг^ ... в обпі,ем случае от¬ 

личается от рядов Оаа^а^... и ОЬЪ^Ъ^... не только своим 
направлением, по и параметром, который будет равен 
0^0 = ^ 0^0 = /^ 0^1 • • • = ^ 3 * 

Бее гомологические точки пространственной решетки, по- 
сіроенной вышеуказанным способом, будут равнозначны и не 
будут отличаться одна от другой никакими особенностями в 
своем относительном положении. Какую бы мы точку решет¬ 
ки ИИ взяли, конфигурация решеатси вокруг этой точки будет 
та }ке самая, как и вокруг всякой другой точки, если только 
принять решетку безграничных размеров. 

При рассмоірепии свойств пространственной решетки, мы 
должны различать понятее гомологической точки и просто точки, 
как математического элемента. Б ка/кдом промежутке ряда и во 
всех местах пространства, занятого решеткой, мы будем иметь 
математические точки, но только отмеченные нами, опреде¬ 
ленные точки пространства, будут гомологическими точками 
решетки. Б виду этого, гомологические точки так/ке назы¬ 
ваются узлами решетжи. С точки зрения теории строения 
кристаллического веш,ества, каждый узел решетки будет пред¬ 
ставлять собою, как бы центр тяжести отдельных частиц или 
атомов. 

Мы виде™, каким образом возможно построить простран¬ 
ственную решетжу. Посмотрим теперь, как найти ряды и 
плоские сетки, определяюіцие данную пространственную ре¬ 
шетку. Положим, нам дана определенная пространственная 
решетка, часть которой изображена на рис. 126. 
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Примем произвольную гомологическую точку О данной ре¬ 
шетки за исходную для построения ряда гомологических то¬ 
чек и проведем через эту точку и ближайшую к ней точку 
а — *іинию ряда. Продолжим эту линию в обе стороны и 
возьмем аа^ = Оа, = аа^ ... 

Все точки ад... будут принадлежать той л;е самой 

решетке. Такое построение, следовательно, определит один 
из рядов системы. 

Исходя из точки О, возьмем по другому направлению, не 
совпадающему с направлением О а, гомологическую точку 6, 
ближайшую к точке О по избранному направлению. 

Построим на Оа и ОЪ параллелограмм ОайЪ^ причем 
точка Л будет также одной из гомологических точек решет¬ 
ки. Вообще говоря, внутри такого параллелограмма может 
находиться некоторое конечное число гомологических точек 
пространственной решетки, принадлежаищх той же плоской 
сетке. В таком случае, необходимо взять вместо точки Ъ не¬ 
которую другую гомологическую точку, находящуюся на ми¬ 
нимальном расстоянии от ряда Оаа^а^ ... Взяв такую точ¬ 
ку и построив указанным выше образом параллелограмм, мы 
уже не найдем внутри такого параллелограмма ни одной го¬ 
мологической точки. 

Так как точка Ъ на рис. 126 удовлетворяет тому условию, 
что внутри параллелограмма О а ЛЬ не будет ни одной го¬ 
мологической точки сетки, определяемой рядам Оа... и 
ОЪ , ,, ^ то эта точка Ь будет находиться в ближайшем ряде, 
параллельном ряду Оаа^а^ • •. 

Выберем, вне сетки ОаЬ, гомологическую точку е^ под ус¬ 
ловием, чтобы между точками О и по линии их соедине¬ 
ния не было ни одной промел;уточной точки. Если ни на 
поверхности параллелепипеда ОаЛЬд[ее^, ни внутри его не 
будет пи одной гомологической точки, то точка будет при¬ 
надлежать плоской сетке, ближайшей к сетке, определяемой 
рядами Оаа^а^ ... и ОЬЬ^Ь^ .,. 

Такие условия действительно выполнены на рис. 126. 

В виду того, что для построения рядов и плоских сеток 
мы можем брать произвольные точки решетки, очевидно, что 

7 * 
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таких рядов и сеток мы можем построить бесконечное мпо- 
жестао для каждой данной пространственной решетки. 

Если два ряда О а я ОЬ гомологических точек данной 
пространственной решетки^обладают тем свойстаом, что внутри 
параллелограмма, пос^гроениого на параметрах Оа и Об, не 
будет ни одной гомологической тотеи решетки, то такие два 
ряда мы будем называть сопряжеиныаш. 

Система линий рядов, параллельных двум сопряженным 
рядам Оаа^г^з... и Обб^ .разбивает определяемую этими 
рядам плоскую сетку па петли, имеіріцие вид параллело¬ 
граммов. Такие параллелограммы называются элементарными 
параллелограммами или петлями данной плоской сетки. Про¬ 
странство, между двумя ближайшими друг другу пара.оель- 
ными рядами, называется полосой. Таким образом, полоса 
характеризуется тем, что внутри ее пет пи одной гомоло¬ 
гической точки, причем такие точки располо;кены на двух 
параллельных прямых, ограничивающих данную полосу. 

Два параллельных ряда, содерліащих между собой одну 
полосу, называются смежными. 

Если параметры трех рядов О а. Об и Ое^, не лежащих 
в одной плоскости, могут служить ребрами параллелепипеда, 
внутри и на гранях которого не будет находиться ни одной 
гомологической точки, то такие три ряда называются сопря¬ 
женными рядами. Три плоские сетки, каждая из которых со¬ 
держит два из трех сопряженных ряда, называются сопря¬ 
женными плоски™ сетками. 

Ряд называется сопряженным по отношению к некоторой 
плоской сетке в том случае, если каждые два сопряженных 
ряда в этой сетке будут сопрялѵенными с данным рядом. 

Пространство, заключенное между двумя ближайшими друг 
к другу плоскими сетками решетки, называется слоем. Внут¬ 
ри слоя не может быть ни одной гомологической точки. 

Две, параллельные мелгду собой плоские сетки, ограиичи- 
ваіонще слой, называются смелшыми. Каждой плоской сетке 
соответствует две смежные, параллельные ей сетки, располо¬ 
женные с двух противоположных сторон от данной сетки. 

Три системы плоских сеток, парахтельные трем сопря¬ 
женным плоскостям, делят все пространство на ячейки, име- 
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ющие вид параллелепипедов, равных и совместимых друг с 
другом. Каждый такой параллелепипед называется элемен¬ 
тарным параллелепипедом пространственной решетки. 

Наложение друг на друга таких параллелепипедов, при 
совмещении их равных граней, воспроизводит все гомологи¬ 
ческие точки данной решетки. 


7. ПРОСТРАНСТВЕННЫЕ РЕШЕТКИ Д.ІЯ РАЗЛИЧНЫХ 
ВИДОВ СТРУКТУРЫ. 

Посмотрим теперь, какой вид будут иметь пространствен¬ 
ные решетки в том случае, ес.іи у нас ‘имеются системы раз¬ 
личных типических первичных параллелоэдров. Прежде всего 
заметим, что для каждого типического первичного паралле- 
лоэдра при выполнении пространства получится своя особая 
пространственная решетка. Таким образом, мы найдем столь¬ 
ко же различных типов пространственных решеток, сколько 
у нас имеется типов первичных параллелоэдров, т. е. 4. 

1) Положим, некоторая часть пространства заполнена ти¬ 
пическими первичными три- 

параллелоэдрами, т. е. кубами, 
или гексаэдрами. Заменим каж¬ 
дый такой параллелоэдр его 
центральной точкой, и соеди¬ 
ним между собой полученные 
точки линиями, параллельными 
ребрам трипараллелоэдра. По¬ 
лучим гексаэдрическуіо про¬ 
странственную решетку, при¬ 
чем основным элементарнььѵі 
парахіелепипедом такой ре¬ 
шетки будет служить куб. Этот Рис. 127. 

случай настолько прост и по¬ 
нятен, что не требует дальнейшего объяснения. Часть такой 
решетки изображена на рис. 127. 

2) Взяв некоторую часть пространства, выполненного ти¬ 
пическими гексапараллелоэдраш (рис. 128) и заменив каж¬ 
дый такой параллелоэдр центральной точкой, как это пред- 
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ставлено на рис. 129, где параллелоэдры несколько раздви¬ 
нуты, получим пространственную решетку, соответствующую 
этому случаю. Часть такой решетки и изобралгена на 
рис. 130. 



Рис. 128. 


Возьмем произвольную точку. О (рис. 131) полученной на¬ 
ми решетки, и проведем через нее три прямие 0 x 2 ^ 
Ох^, параллельные трем четверным осям, имеюіцимся в числе 
элементов симметрии первичного типического параллелоэдра. 
Сделав такое построеіте, получим три ряда гомологических 
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точек, причем ближайшими к точке О гомологическими точ¬ 
ками по этим рядам будут точки и х^. Эти три ряда 

определят і^и плоских сетки пространственной решетки: 
Ох^х^а^ Ох^х^Ъ и Ох^х^с, Проведя через точки а, 6 и с 
плоскости, пара^оельные найденным плоским сеткам Ох^х^а^ 
Ох^х^Ъ и Ох^х^с^ получим куб, в каждой вершине которого 



Рис. 129. 


и в центре каждой грани будет находиться одна гомологи¬ 
ческая точка решетки. 

Такой куб, изображенный на рис. 131, назовем симметри¬ 
ческой ячейкой для данного вида структуры. Чтобы найти 
основной элементарный параллелепипед такой решетки 
(рис. 132), соединим одну из точек, напр. бір лежащих в цен¬ 
тре грани куба симметрической ячейки с ближайшей к ней 
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ТОЧКОЙ лежащей в вершине этой ячейки. Получим отре¬ 
зок который будет служить одним из ребер основного 
, элементарного параллелепи- 
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РііС. 130. 


плоские углы в 60^ и 120 ®. 
70® 31'44" и 109® 28'16 ". 


педа решетки. Соединив пря¬ 
мыми точки «о с «о с ^^ 3 , 
соединив ташке с ^4 и с ; 
ад с а 5 и с а^\ с и с (і^\ 
с <75 и 6/3 с «7 получим в 
результате такого посіроения 
ромбоэдр, причем длина ребра 
этого ромбоэдра будет отно¬ 
ситься к длине ребра куба 
симметрической ячейки как 

Этот ромбоэдр будет иметь 
Его двугранные углы равны 




3 ) Если мы имеем часть пространства, (рис. 133) выпол¬ 
ненного первичными типическими гептапараллелоэдрами, то, 
заменив каждый такой параллелоэдр гомологической точкой, 
как это представлено на рис. 134, где параллелоэдры изоб¬ 
ражены в раздвинутом положении, получим просіранствеп- 
ную решетку, характеризующую этот случай. Часть такой 
решетки изображена на рис. 135. 

Возьмем произвольную точку О (рис. 136) такой решетки 
и проведем через нее три прямые Огг^, Ох^ті. Ох^, пара.ілель- 
ные трем четверным осям симметрии основного типического 
гептапараллелоэдра. Построив на рядах Ох^^ Ох^ и Ох^ 
параллелепипед, найдем симметрическую ячейку для этого 
случая, которая будет представлять собою куб. В каждой 
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вершине и в центре такого куба будет находиться гомологи¬ 
ческая точка решетки. 



Рпс. 133. 


Чтобы найти основной элементарный параллелепипед та¬ 
кой решетки (рис. 137), соединим прямыми точку нахо¬ 
дящуюся в центре куба симметрической ячейки, с тремя точ- 
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ками находяищмися в вершинах того же куба. 

Прямые а,)а., и а^ао будут ребрами основного элемен¬ 



тарного парахіеле пипеда. 

Построив на этих ребрах 
параллелепипед, увидим, что 
такой параллелепипед будут 
ромбоэдром с плоски^ш угла™ 
в 70®31'44" и 109®28'16". 
Его двугранные углы будут 
60® и 120®. Д.тна ребра 
такого параллелепипеда будет 
относиться к длине ребра 
куба симметрической ячейки 

2 


Рис. 185. 


как 
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Если предположить, что три 
пространственные решетки, со- 
ответствуіош;ие типическим пер¬ 
вичным параллелоэдрам трех, 



Рис. 136. 



ТОЛЬКО что рассмотренных, различных структур, имеют равные 
друг другу симметрические ячейки, то легко убедиться, что 
об’ем элементарного параллелепипеда решетки гексаэдричес- 
кой структуры будет в 2 раза больше об’ема элементарного 
параллелепипеда решетки октаэдрической структуры, а этот 
последний об’ем будет в 2 раза больше объема элементар¬ 
ного параллелепипеда пространственной решетки додека- 
эдрической структуры. В самом деле, из рассмотрения сим¬ 
метрических ячеек соответственных структур мы видим, что 
каждой симметрической ячейке комплекса гексаэдрической 
структуры принадлежит одна гомологическая точка, так как 
каждая то^а, паходяш,аяся в вершине куба, будет принадле¬ 
жать восьми кубам, в виду того, что в каждой вершине схо¬ 
дится именно 8 кубов. Так как у куба 8 вершин, то на 
каждый элементарный параллелепипед, который можно так¬ 
же рассматривать, как симметрическую ячейку, мы будем 
иметь только одну гомологическую точку. 

В случае октаэдрической структуры, на каждую симметри¬ 
ческую ячейку мы будем иметь две точки: одну, составлен¬ 
ную из частей точек, находяп],ихся в вершинах и вторую — 
центральную гомологическую точку. В случае додекаэдриче- 
ской структуры мы будем иметь на калѵдую ячейку: одну точ¬ 
ку, составленную из восьми точек, находяіцихся в вершинах 
куба, и, кроме того 3 точки, составленные из шести, нахо¬ 
дящихся в центрах граней, так как каждая из этих точек 
принадлежит двум кубам. 
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Если МЫ обозначим об’ем симметрической ячейки гекса- 
эдрической структуры через V, то тот же самый об’ем бу¬ 
дет иметь и элементарный параллелепипед реіпетки. Для 
об ема элементарного параллелепипеда простраиственпой ре¬ 
шетки комплекса октаэдрической структуры найдем ^ V, а 
для комплекса додекаэдрической структуры К 

Ес*іи мы имеем систему типических первичных тетрапа- 
раллелоэдров, то, заменив каж,'шй такой параллелоэдр неко¬ 
торой гомологической точкой, получим пространствеппую 
решетку, часть которой изображена на рис. 138. 



Возьмем какую-нибудь точку а^ этой решетки (рис. 139) 
и проведем через нее плоскость, параллельную грани пина- 

коида тетрапараллелоэдра. 
Эта плоскость будет одной из 
плоских сеток данной ре¬ 
шетки. Соединим прямой « 0^1 
точку с точкой ближай¬ 
шей к точке % и находя¬ 
щейся в той же плоской сетке, 
параллельной пинакоиду те¬ 
трапараллелоэдра. Если мы 
проведем ряды и 
под углом в 120® к ряду 
и из точек ^2 и « 3 , б.іижайших 



Рпс. 189. 
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К точкам и этих рядов, проведем ряды и 
а затем точки и ближайшие к точкам и ад, соединим 
прямой, то в построенной нами плоской сетке получим пра¬ 
вильный шестиуголпик с гомологической точкой 

в центре такого шестиугольника. Восставив перпегс’шку- 
ляр из каждой точки, находящейся в вершине такого шести¬ 
угольника, к его плоскости, получим шесть рядов решетки. 
Проведя перпендикулярно к этим рядам через точки 
йГд, и а ,2 плоскость, параллельную плоской сетке 

... а 5 , получим плоскую сетку в которой опять 

можем построить правильный шестиуго.іьник 
с центральной точкой 

В результате таких построений мы выведем симметриче¬ 
скую ячейку для этого вида структуры, причем такая ячейка 
будет, как это ясно из рис. 139, представлять собою комби¬ 
нацию гексагональной призмы и пинакоида. Гомологические 
точки решетки будут находаься во всех вершинах такой 
комбинации и в центрах граней пинакоида. 

Элементарными параллелепипедами пространственной ре¬ 
шетки, в случае типического первичного тетрапарахіелоэдра, 
будет служить комбинация ромбической призмы с пинакои- 
дом, изображенная на рис. 140. Каждая грань 
пинакоида такой комбинации будет ромбом, 
деляш,имся короткой диагональю на два пра¬ 
вильных треугольника. Таким образом углы 
ромба будут 60® и 120®. 

Из всего вышеизложенного мы видим, что 
каждая пространственная решетка, получен¬ 
ная при выполнении пространства опреде¬ 
ленным видом типического первичного парал- 
лелоэдра, будет характеризоваться особой 
симметрической ячейкой. Каждую симзіетрическую ячейку 
мы, в свою очереді), можем рассматривать, как некоторый 
параллелоэдр, так как она удовлетворяет всезі признакам 
параллелоэдра. Кроме того, симметрия каждой симметрической 
ячейки одинакова с симмеірией параллелоэдра, принятого 
для образования данной пространственной решетки. 



Рис. 140. 
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8. ЭЛЕМЕНТЫ СИММЕТРИИ ПРОСТРАНСТВЕННОЙ 
РЕШЕТКИ. 

Посмотрим теперь, какими элементами сим:\іетрии, вообіце, 
мо;кет обладать просіраиствеішая решетка, причем из эле¬ 
ментов симметрии мы рассмотрим только оси простой и слож¬ 
ной симметрии, а такміе плоскость симме^грии. Если данная 
пространственная решетка обладает какой-нибудь осью сим¬ 
метрии наименования п, то это будет обозначать, что в 
пространстчзенной решетке имеется п равных рядов, не па- 
ра.ілельных друг другу и расположенных косо по отноше¬ 
нию к 

Если мы возьмем плоскость, перпендикулярную к и 
проходящую через какую-нибудь гомологическую точку одного 
из равных рядов, то в этой плоскости должны оказаться го¬ 
мологические. точки, принадлежащие всем равным косым ря¬ 
дам, по одной для калдаго ряда. 

Таким образом, мы получаем определенную плоскую сетку 
с симметричным расположением точек, причем из ка;кдой 
точки будет выводиться п — 1 точек путем вращения вокруг 
оси /Л 

Заметті, что на основании рассмотреішых выше свойсаъ 
плоской сетки, мы мол;ем построить в этой сетке систему 
элементарных параллелограммов, проведя параллельные ряды 
по двум направлениям, характеризующимся минимальными в 
данной сетке промежутками рядов. ІІри таком построении 
мы получаем систему параллелограммов, в вершинах которых 
будут находиться гомологические точки плоской сетки. Вну¬ 
три таких параллелограммов не будет находиться пи одной 
гомологической точки данной решетки. 

Если гомологические точки плоской сетки будут совме¬ 
щаться при вращении вокруг оси то сама эта ось может 
пересекать плоскость сетки и.іи 1) в гомологической точке, 
и.іи 2) вне гомологической точки. 

Возможность существования для пространственных ре¬ 
шеток очевидна сама собой, причем эта ось симметрии мо¬ 
жет пересекаться с перпендикулярной к ней плоской сет¬ 
кой, как в гомологической точке, так и вне ее. 
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Существование оси возможно только в том случае, ес¬ 
ли в перпендикулярной к ней плоской сетке имеются три 
гомологические то^іки, расположенные в вершинах правиль¬ 
ного треугольника. Плоская сетка, перпендикулярная к 
будет иметь вид треугольной сети (рис. 141), и тройная ось 
симметрии может пересекать эту сетку, как в гомологической 
точке, так и в центре правильного треугольника. 

определит в перпендикулярной к ней п.іоской сетке 
4 гомологические точки, расположенные в вершинах квадра¬ 
та, причем будет проходить через центр такого квадра¬ 
та. В этом центре может находиться гомологическая точка, 
но может ее и не быть. 

Предположим, что наименование оси симметрии п = 5, т. е. 



данная пространсчъенная решетка обладает Возьмем пло¬ 
скую сетку, перпендикулярную к Ѵ", 

Поло/ким Ѵ" пересекает эту плоскую сетку в точке О, 
причем в этой точке пересечения нет гомологической точки 
сетки (рис. 142). Возьмем на той же сетке гомологическую 
точку сгр ближайшую к точке О. Вращая вокруг вы¬ 
ведем еще четыре точки ^ 2 , %, которые по построению 

должны находиться в вершинах правильного пятиугольника. 
Ес.т мы проведем через ряд, параллельный а через 
точку ^2 ряд, параллельный то эти два ряда пересе¬ 
кутся в точке Эта последняя точка доллгна быть одной 
из гомологических точек той же плоской сечжи. Из рисунка 
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ЯСНО, что точка будет блшже к О, чем точка что про¬ 
тиворечит толігко что принятому условию. 1) виду этого, 
не может пересекать перпендикулярную к ней плоскую сетку 
внутри элементарного параллелограмма. 

Остается предпололшть, что точка О пересечения оси 
с перпендикулярной к ней плоской сеткой, совпадает с гомо¬ 
логической точкой. Допустив (рис. 142), что точка есть 
ближайшая к О гомологическая точка той же сетки и, при¬ 
менив то же самое построение, снова выведем точку а^, ко¬ 
торая будет ближе к точке О, чем точка а^, а это опять 
будет противоречить принятоаіу условию. 

ТакихМ образом, не может пересекать перпендикулярной 
к ней плоской сетки ни в гомологической точке, пи вне ее, 

т. е., другими словам, в простран¬ 
ственной решетке не может су¬ 
ществовать пятерной оси симме¬ 
трии. 

Предположим, что данная про- 
странственная решетка обладает 
шестерной осью симметрии, которая 
пересекает перпендикулярную к 
пей плоскую сетку между ее гомо¬ 
логическими точками в точке а. 
Пусть будет ближайшая к точке 
а гомологическая точка той же плоской сетки (рис. 143). 

Вращая точку вокруг і®, выведем 5 точек « 2 , Лд, 
и Од, образующих вместе с точкой вершины правильного 
шестиугольника. Проведем из точки Од ряд, параллельный 
о^Оз, а из точки Оз ряд, парахіельный о^Од. Эти два ряда 
пересекутся между собой в точке о, так как сторона шести¬ 
угольника равна радиусу описанного круга, т. е. о^ = 

ооз = оод = аа^ Но такой вывод противоречит поставленно¬ 
му условию пересечения с перпендикулярной к ней плос¬ 
кой сеткой, вне гомологической точки. 

Таким образом, не может пересекать перпендикулярной 
к ней плоской сетки вне гомологической точки. Приняв 
условие пересечения с перпендикулярной плоской сеткой 
в гомологической точке а, мы не впадем уже в противоречие. 





Рис. 143. 






Элементы симметрии пространственной решетки ЦЗ 


а потому как элемент симметрии пространственной ре¬ 
шетки, вполне возможна. 

В случае присутствия она всегда проходит через го¬ 
мологическую точку перпендикулярной к ней плоской сетки, 
чем эта ось симметрии и оттчается от других, рассмотрен¬ 
ных нами, возможных для пространственной решетки осей 
симметрии которые, как мы видели, могут пере¬ 

секать перпендикулярные к ним сетки и не в гомологиче¬ 
ских точках этих сеток. 

Если мы возьмем наименование оси симметрии >г > 6, то 
увидим, что все, выведенные из ближайшей данной гомоло¬ 
гической точки (рис. 144), гомологические точки ,,, 
расположатся в вершинах правильного многоугольника, при¬ 
чем, построив на рядах и параллелограмм, найдем 
гомологическуго точку находящуюся ближе к а, чем 

что будет, во всяком случае, противоречить условию. В виду 
этого, супщствование осей симметрии X”, при > 6, для про¬ 
странственных решеток невозможно. 

Таким образом, для пространственных решеток, а следо¬ 
вательно и для кристаллических многогранников, возможно 
существование только и і®. 

Посмотрим теперь, какие оси сложной симметрии возмож¬ 
ны в качестве элементов симметрии пространственной ре¬ 
шетки. 



13: КРИСТАЛЛОГРАФИЯ 
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метрии, которая пересекается с осью сложной симметрии, 
наименования 2 п, в точке О. Пусть в некоторой плоской 
сетке, перпендикулярной к и лежаідей ни;ке плоскости 
ЖІѴ, будет одна из ближайших гомологических точек к 
точке 0 ^, пересечения этой сетки с Враіцая на угол 

— и отражая полученную точку в плоскости сложной сим¬ 
метрии, находим точку а^, лежащую в плоской сетке, па¬ 
раллельной плоскости ЖЖ и находящейся выше этой послед¬ 
ней. Из точки вращением вокруг оси на угол 

получим точку ад, лежащую в той же перпендикулярной к 
плоской сетке, определяемой точками 

Точно таким же способом, из точки выведем точку « 4 , при¬ 
чем, обе эти точки будут лежать в одной и той Лѵе плоской 
сетке, перпендикулярной к и определяемой точками 
« 2 , О 2 и а^. Ряды а^сгд и а,^а^ лежат в пара.ілельпых друг другу 
сетках, а следовательно, мы молшм и в сетке про¬ 

вести через точки и два ряда, параллельные ряду а^. 
Угловое расстояние между этими двумя рядами, как это 
ясно из рис. 145, определится величиной двугранного угла 

2 ж 

Величина этого угла равна — 

Если мы проведем из точек и ряды, параллельные 
ряду б/ 26 * 4 , то из ряда выведется ряд, параллельный 
ряду путем врапі,ения ряда вокруг некоторой 

оси симметрии наименования 2п ш элементарный угол по¬ 
ворота, соответствующий этой оси. Таким образом, при¬ 
сутствие оси сложной симметрии некоторого наименования 
в пространственной решетке равносильно присутствию оси 
сшіметрии того же наименования. Так как наименование осей 
симметрий пространственной решетки может быть только 
2 , 3 , 4 и 6 , то пространственная решетка, следовательно, 
может обладать только двойной, четверной и шестерной 
осями сложной симметрии. 

Возможность присутствия в пространственной решетке 
плоскости симмеірии вполне очевидна и не требует особо¬ 
го доказательства. 
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I 

^ При рассмотрении симметрии параллелоэдров было уже до- 
Г казано, что все пара*тлелоэдры могут быть выведены из ти- 
^ пических, путем сдвигов и растяжений. При таких сдвигах 
I и растяжениях мы можем только понизить симметрию типи- 
' ческого параллелоэдра в различной степени, в зависимости от 
произведенной деформации. Сравнивая симметрию параллело- 
: эдра и соответствующей основной ячейки пространственной 
решетки, мы видим, что симметрия их одинакова. 


9. ВОЗМОаШЫЕ ГРАНИ П РЕБРА И ИХ ОТНОШЕНИЕ 
К ЭЛЕхМЕНТАМ СИММЕТРИИ КРИСТАЛ./ІА. 

Если мы имеем в пространственной решетке то взяв 
какие-нибудь две точки и «2 (рис. 146) решетки, не ле- 
, жащие на оси вы¬ 
ведем из каждой точки 
путем вращения во- 
^ круг ряд, перпен¬ 
дикулярный Оба 
выведенные ряда 
и « 2^4 будут перпен¬ 
дикулярны к Про¬ 
ведем через точку 
ряд — параллель¬ 
ный ряду а^а^. Три 
точки ^ 2 , и «^5 

вполне и однозначно 
определяют некото- 
: рую плоскую сетку МN пространстаенной решетки. Так как 
р. в этой сетке имеются 2 ряда «2^4 ® перпендикулярные 
і к оси 1/2, то и сама плоская сетка, определяемая этиш ряда- 
ми, будет перпендикулярна к оси 

Мы уже видели, при рассмотрении осей симметрии наи¬ 
менования выше чем 2, возможных для пространственной 
' решетки, что перпендикулярно к таким осям всегда распо- 
ло;кены плоские сетки данной решетки, т. е. возможные грани 
; данного кристаллического кошлекса. 



8 
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Положим, данная пространственная решетка имеет 
Возьмем какие-нибудь две гомологические точки решетки 
и а 2 (рис. 147), определяющие ряд не параллельный и 
не перпендикулярный к 

Вращая этот ряд вокруг на элементарный угол поворота, 
соответствующий этой оси, т. е. на 180^ выведем равный ему 
ряд а^а^. Точки и определяют также некоторый ряд той 
же пространст’веппой решетки. Этот ряд будет перпендику¬ 
лярен оси Х^ и пересечет эту ось в точке Ь, находящейся по¬ 
средине между точками и Приняв ряды 
за стороны параллелограммов, построим сначала три пара.і- 
лелограмма и а затем параллеле¬ 

пипед ... а^. Так как ряды а, и равны и параллель¬ 
ны друг другу, а ряд перпендикулярен ХѴпричем точ¬ 
ка ад выводится из точки вращением вокруг Х^, то и точ¬ 
ка аз выводится из точки а^ таюке вращением вокруг оси 
Ь'\ пересекающей ряд а^аз в точке 6^ посредине между 
точками и Из этого ясно, что ряды а^а^ и бу¬ 
дут параллельны оси Х^. Таким образом, в кристал^іическом 
веществе, направления, параллельные Х^ будут всегда воз¬ 
можными ребрами данного кристалла. 

Как мы улѵе видели, в случае присутстаия X” в простран¬ 
ственной решетке должны существовать плоские сетки, пер¬ 
пендикулярные к этой оси симметрии. Если п = 3, то рас¬ 
положение гомологических точек в плоских сетках, перпен¬ 
дикулярных к Х^, должно быть таково, что этті точки будут 





располагаться в вер¬ 
шинах правильных 
треугольников. 
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Взяв гомологическую точку (рис. 148) па плоской сет¬ 
ке, перпендикулярной к и проведя два ряда через точ¬ 
ку и ближайшие к ней точки Пз и той же плоской 
сетки, мы можем построить правильный треугольник 
проведя ряд через точки и а^. Проведя через все гомо¬ 
логические точки плоской сетки ряды, параллельные 

и ^ 2 %, получИхМ плоскую сетку, состояпі;ую из правиль¬ 
ных треугольников, в вершинах которых будут находиться 
все гозюлогические точки этой сетки. Если мы предположим, 
что такая плоская сетка бесконечно велика, то центр, каж¬ 
дого такого треугольника, будет точкой пересечения пер¬ 
пендикулярной к плоской сетке. 

Взяв другую плоскую сетку, параллельную первой и бли¬ 
жайшую к ней, мы мОіКезі и в этой сетке построить такие 
же треугольники, причезі в центре калѵдого треугольника 
опять должна будет пройти тройная ось симметрии. 

Каждая такая ось совпадет с одной из осей, перпендику¬ 
лярных к первой плоской сетке. При этом воззіожны два 
случая: 1) оси, проходящие через центры треугольников пер¬ 
вой плоской сетки, пройдут через гомологические точки ііто- 
рой сетки, 2) тройные оси симметрии снова пройдут через 
центры треугольников второй плоской сетки. Заметим, что 
обе сетки параллельны друг другу, а следовательно, через 
каждую точку второй сетки зш зіожем провести ряд, парал¬ 
лельный ряду, проведенному 
в первой плоской сетке и с 
тезі же прозіежутком, как и 
в первой сетке. Если зш 
совзіестим вторую плоскую 
сетку с первой, производя 
движение по направлению 
то для первого случая 
получим такое расположение 
треугольников первой и вто¬ 
рой сетки, какое указано на 
рис. 149, где треугольники 
первой сетки начерчены сплошными линиязш, а треугольники 
второй пунктиром. Если мы возьмем третью сетку, бтжай- 
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тую к второй, то в этой сетке мы можем пайти опять 
только такое располоікепие треугольников, как в первой или 
во второй сетке. 

Взяв несколько ближайших друг другу параллельных се¬ 
ток, мы увидим, что каждая Ц" пройдет через несколько го¬ 
мологических точек т. е. будет возмолѵиым ребром кристалла. 
Во втором случае расположение ареугольпиков, при совмеще¬ 
нии всех плоских сеток движеиие:^і по направлению даст 
совмепщние всех треугольников каждой сетки с треугольни¬ 
ками других сеток. Лено, что для этого необходимо, чтобы 
па перпендикуляре, опуідеппОхМ из какой-ітбудь точки пер¬ 
вой плоской сетки, находилась гомологическая точка каж¬ 
дой плоской сеажи, параллельной первой. ІІз этого мы за¬ 
ключаем, что .пинии, пара.ілельные опять до.іжны быть 
возможные ребрами кристаллического комплекса. 

Так как ІІ, ті ъ то л;е время яв.іяются и двойными 
осями симметрии, а ЬІ - тройная ось симметрии, то, следо¬ 
вательно, ко всем этим осям применимо то же самое заклю¬ 
чение, какое мы выве.іи при рассмоірепии с.іучаев и 
а именно: напраиление, пара.і.іельное осям симметрии, есть 
возмолшое ребро кристаллического комплекса. 

Ес.т в данной пространственной решетке имеется плос¬ 
кость симметрии Р, то из каДідой гомологической точки, не 
лежащей в этой плоскости, мы можем, по закону отражения, 
вывести еіде одну точку, .іеліащую на перпепдику.іяре, опу¬ 
щенном из взятой точки на плоскость симметрии. Каждые 
такие две точки опреде.іят ряд пространственной решетки, 
перпендикулярный к Р. Взяв два таких перпендикулярных 
Р и параллельных между собой ряда, мы получизі некоторую 
плоскую сетку, перпендикулярную к Р. Заметим, что такие 
ряды мы можем получить, взяв две произвольные точки про¬ 
странственной решетки. 

Положим, плоскость чертежа (рис. 150) — плоская сетка, пер¬ 
пендикулярная к плоскости симметрии данной пространствен¬ 
ной решетки. Пусть ЖІѴ' — линия пересечения плоской сетки 
с плоскостью симметрии Р. Возьмем в плоской сетке какой- 
нибудь ряд пересекающий плоскость симметрии в точ¬ 
ке 6, и не перпендикулярный МN, Отразив точки и 
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В плоскости Р, получим точки ад и а^, расстояние между ко¬ 
торыми будет, по построению, равно расстоянию между точ¬ 
ками и а^. Проведем из точки ряд парахіельный 
^ 3^4 и заметим, что расстояние = а^а^ = а^а 2 . Соеди¬ 
ним прямой точки и а^, В виду равенства: 
треугольник а 2 а^а^^ будет равнобедренным, причем і а^а 2 а^ = 
Іа^а^а 2 . Из чертежа ясно, что: 

і а^Ы + і N11 - 4 - і ІсЪК = 180® 
и іа^а^а^ + іа^а^а^ + 1 ^ 0 ®, 

как сумма внутренних углов равнобедренного треугольника 
Вычитая из первого раг.енства второе, получаем: 
іа^Л + ^NЫ + ^'кЬN=Іа2а^а^ + Іа^а2а^ + Іа^а^а2. 
Заметим, что углы ^ 2 ^ 1 % ^ ^ 2 ^^^ равны, как углы с парал¬ 
лельными сторонами. Кроіяе того, по построению: 

^кЬN = ^NЫ Л 

В виду этого, из последнего урав¬ 
нения, сократив его на равные вели¬ 
чины, получаем: ^кЪN= Іа^а 2 (і^- Из 
этого равенства заключаем о парал¬ 
лельности линий МК в. « 2 ^ 5 . Про¬ 
ведем через точку «3 ряд 
ходяідийся вне плоскости чертежа 
рисунка 150. Этот ряд снова опре¬ 
делит некоторую плоскую сетку, пер¬ 
пендикулярную к плоскости симме¬ 
трии Р. В этой сетке мы можем 
найти, путем только что приведен¬ 
ного рассуждения, ряд а 2 а^^ парал¬ 
лельный данной плоскости симметрии 
Р. Два ряда ад ^5 и «з^', пересе¬ 
кающиеся в точке 6 ^ 2 , оба параллельны 
плоскости Р и определят некоторую 
плоскую сетку, также параллельную 
данной плоскости симметрии простран¬ 
ственной решетки. Таким образом, 
мы видим, что плоскости симметрии кристаллического ком¬ 
плекса являются всегда возможныіѵш гранями кристалла. 





Рис. 150. 
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10. УЧЕНИЕ О СИНГОНИИ. 

На основании исследования симметрии пространственной 
решетки, мы можем сделать вывод, что кристаллы, вообще, 
могут обладать только следующими элементами симметрии: 

Х^, X®, Х^, Х|, Х^ и Р в различных возможных комби¬ 
нациях. Другими словами, криста.ілические многогранники 
могут, по своей симметрии, относиться только к тем видам, 
в которых встречаются только вышепереадсленные элементы 
симметрии и ни к каким другим. 

Ес.ти мы пересмо^грим все возхможные виды симзіетрии, то 
увидим, что для кристаллов возможны только 32 вида симме¬ 
трии, а именно: 

5 видов симметрии тетраэдро-октаэдрической системы. 

3 вида симметрии моногональной системы. 

7 видов симме'грии дигональной системы. 

7 видов симметрии тригональной системы. 

5 видов симметрии тетрагональной системы. 

5 видов симметрии гексагональной системы. 

Как мы уже виде.т, в случае присутстаия определенных 
элементов симметрии, в пространственной решетке должны 
быть равные друг другу и непараллелішые между собой ряды 
гомологических точек. Эти ряды определяют некоторые рав¬ 
ные по всем физическим свойствам направления в кристал¬ 
лическом веществе. Если в пространственной решетке имеется 
какой-нибудь ряд гомологических точек, не имеюідий себе 
равных непараллельных рядов, то такой ряд определяет осо¬ 
бое направление, которое мы называем единичным. 

Мы можем сделать полный вывод всех равных и единич¬ 
ных направлений в кристалле, если только симмеария этого 
кристалла будет в точности установлена. На основании при¬ 
сутствия того или другого количества единичных направлений, 
а также, на основании наименьшего количества равных на¬ 
правлений, все 32 вида симметрии, возмолшых для кристал¬ 
лических многогранников, делятся на 6 групп, называемых 
сингониями (от греч. бѵууоѵод-^^о^оік). Эти сингонии сле¬ 
дующие: 
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1) Гексаэдрическая сингония, характеризующаяся отсут¬ 
ствием единичных направлений. Наименьшее кожчество рав¬ 
ных направлений для этой сингонии 3. 

Гексаэдрическая сингония состоит из всех 5-ти видов сим¬ 
метрии тетраэдро-октаэдрической симметрической системы и 
носит название гексаэдрической иж кубической потому, что 
куб является такой простой формой, которая возможна для 
каждого вида симметрии этой сингонии. Три равные на¬ 
правления в двух видах симметрии гексаэдрической сингонии, 
а именно в дитриоктаэдрическом и пентагонально-триокта- 
эдрическом, совпадают с 3 ІА Б остальных видах симме¬ 
трии эти три направления — 3 

Общей характеристикой гексаэдрической сингонии, с точки 
зрения элементв симметрии, присутствующих во всех видах 
симметрии этой сингонии, является 4 

2) Гексагональная сингония характеризуется присутствием 
одного единичного направления и наизіепыпим кожчеством 
равных направлений — 3. 

Гексагональная сингония состоит из 12 видов симметрии, 
причем из них 7 видов симметрии тригональной симметри¬ 
ческой системы и 5 видов гексагональной, не содержащих 

Эти двенадцать видов симметрии разделяются на две группы, 
называемые гипосингониями (от греч. 'блго-под-), причем гекса¬ 
гональная гипосингония характеризуется тем, что наименьшее 
число равных направлений, не перпендикулярных к единич¬ 
ному, будет 6, а в тригональной гипосингонии наименьшее 
число таких направлений — 3. Единичные направления во 
всех видах симметрии гексагональной сингонии совпадают с 
направлением иж І/^ есж в виде симметрии нет і®. 

Направления, повторяющиеся не больше трех раз, распо¬ 
ложены перпендикулярно к единичному направлению. 

Что касается разделения видов симметрии по гипосинго-. 
ПИЯМ, то к гексагональной гипосингонии относятся 7 видов 
симметрии, а именно 5 видов симметрии гексагональной сихм- 
метрической системы и два вида симметрии тригональной си¬ 
стемы, характеризуюпщеся присутствием и перпендикуляр- 
кой к ней плоскоста симметрии. К тригональной гипосингонии 
относятся остальные 5 видов симметрии тригональной системы. 
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3) Тетрагональная сингония характеризуется одним еди¬ 
ничным направлением и наименьшим числом равных направ¬ 
лений — 2. 

К тетрагональной сингонии относится 7 видов симметрии, 
из которых 5 видов симметрии тетрагональной симметри¬ 
ческой системы, не содержавших и 2 вида симметрии ди- 
гональной симметрической системы, характеризуют,иеся при¬ 
сутствием 

Единичное направление совпадает с или Равные 
направления, повторяіош,иеся наименьшее число раз, находятся 
в плоскости, перпендикулярной к им ЬІ. Что касается 
косых направлений, то эти направления, в каждом виде симме¬ 
трии, повторяются минимум 4 раза. 

4) Ромбическая сингония характеризуется тремя, взаимно 
перпендикулярныаш, единичными направлениями. Наименьшее 
ЧИС.ІО равных направлений — 2. 

К ромбической сингонии относится 3 вида симметрии ди- 
гоиальной симметрической системы: 1) 2 Р, 2) 3 и 

3) ЗР^ЗРс. Это будут, следовательно, те виды симметрии, 
в которых нет Ь\ и имеется не менее 3-х элементов простой 
симметрии. 

Во всех видах симметрии этой сингонии одно из еди¬ 
ничных направлений совпадает с РІ Два других, перпенди¬ 
кулярных к первому, единичных направления в первом виде 
симметрии 2 Р) находятся в плоскостях симметрии, а во 
втором и третьем, так же, как и первое единичное напра¬ 
вление, — совпадают с Р^. 

Равные направления, повторяющиеся в виде симметрии 
Р^ 2 Р два раза, находятся или в плоскостях симметрии или 
в плоскости, перпендикулярной к Р^. 

В виде симметрии 3 Р® два раза повторяются все направ¬ 
ления, на^одяишиеся в плоскостях, проходящих через две 
двойные оси симметрии (кроме самих Р^, которые, как уже 
сказано, будут единичными). 

В виде симметрии ЗР^ЗРс наименьше число раз будут 
повторяться направления, совпадающие с плоскостями сим¬ 
метрии. 
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5) Моноклганная сингошя характеризуется одним единич¬ 
ным направлением и плоскостью единичных направлений, 
перпендикулярной к этому единичному направлению. Все 
другие направления повторяются два раза. К моноклинной 
сингонии относится 3 вида симметрии: 

1) Р — моногональной симметрической системы. 

2) 7.2 I 

3) Ь^Рс\ 


— оба дигональной симметрической системы. 


Все направления, совпадаюііще и перпендикулярные эле¬ 
ментам простой симметрии, имеющимся в данном виде симме¬ 
трии моноклинной сингонии, будут единичными направле¬ 
ниями. Остальные направления повторяются два раза. 

6. Трикіинпая сингония характеризуете/! тем, что все на¬ 
правления в кристаллах, относящихся к этой сингонии, будут 
единичными. 

К этой сингонии относятся два вида симметрии моного¬ 
нальной системы 1 ) (оо 7') и 2) (оо 7 ') = Равных на¬ 
правлений в триклинной сингонии нет. 

Все виды симметрии, возможные для кристаллических мно¬ 
гогранников, и те простые ())ормы, которые имеются в каждом 
виде симметрии, представлены на прилагаемых таб.лицах (5—9). 


11. ПОДЧИНЕННОСТЬ ВИДОВ СИММЕТРИИ. 

В каждой сингонии имеется один вид симметрии, подчи¬ 
няющий себе все остальные виды симметрии той же сингонии. 
Эти подчиняюпще виды симметрии будут следующие: 

Гексаэдрическая сингония — дитриоктаэдрический вид 
симметрии. 

Гексагональная сингония: 

Гексагональная гипосиигония — дигексагонально-дипира- 
мидальный вид симметрии. 

Тригональная гиносингония — дигексагонально-скаленоэ- 
дрический вид симмеі’рии. 

Тетрагональная сингония—дитетрагонально-дипирамидаль- 
ный вид симметрии. 

Моноклинная сингония — ромбопризматический вид симме¬ 
трии. 
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Триклинная сиигония, — пинакоидальный вид симметрии. 

Между этими подчиняіопщми видами симметрии различных 
сингоний имеется опять связь подчинения а именно: ди¬ 
триоктаэдрическому виду симметрии подчинены все осталь¬ 
ные, кроме дигексагонально-дипирашдального, а этому по¬ 
следнему — все виды, кроме дитриоктаэдрического и дитетра- 
гонально-дипирамидальиого. 

Подчиненность различных видов симметрии, возможных для 
кристаллических многогранников, изображена на прилагаемой 
таб.лице Ж 10. 

12. ПАРАЛЛЕЛОЭДРЫ В РАЗНЫХ ВИДАХ СИНГОНИЙ. 

В виду существования указанных выше взаимоотношений 
подчиненности, мы можем из типических первичных парахіе- 
лоэдров вывести, путем гомогенных деформаций, ряд паралле- 
лоэдров, относяищхся по своей внешней симметрии к другим 
сингопиям. Для вывода таких параллелоэдров мы будем посту¬ 
пать последовательно, а именно из типических первитаых па¬ 
раллелоэдров выведем сначала все виды, относящиеся к тетра¬ 
гональной и гексагональной сингониям, путем одного пря¬ 
мого растяжения по осям симметрии где п > 2. Из по¬ 
лученных параллелоэдров выведем параллелоэдры ромбической 
сингонии путем растяжения парахіелоэдров тетрагональной 
и гексагональной сингоний по 

Из этих последних параллелоэдров мы можем получить пара.і- 
лелоэдры моноклинной сингонии путем сдвига, плоскостью ко¬ 
торого будет служить некоторая плоскость, параллельная од¬ 
ной из причем направление сдвига будет _Г той же 

Наконец, из параллелоэдров моноклинной сингонии, мы 
можем вывести параллелоэдры триклинной сингонии при 
помощи сдвига с произвольной плоскостью и направлением. 

Вообще, каждая сингония характеризуется рядом первичных 
параллелоэдров, которые по своей внешней симметрии все 
будут относиться к одному и тому же виду симметрии. 

ІІосмотрим теперь, какие параллелоэдры мы можем вывести 
из типических, подвергая их последовате.льно раз.іичным го¬ 
могенным деформациям. 

13: КРИСТАЛЛОГРАФИЯ 


9 
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Подвергнув типический первичный параллелоэдр кубичес¬ 
кого типа строения растяжению по получим: 

1) из гексаэдра — комбинацию тетрагоналі^ной призмы и 
пипакоида. 

2) из ромбического додекаэдра — комбинацию тетраго¬ 
нальной призмы и тетрагональной дипирамиды. 

3) из комбинации куба и октаэдра — комбинацию тетраго¬ 
нальной дипирамиды, тетрагональной призмы и пипакоида. 

Все выведенные комбинации, по своей внешней симметрии, 
вне зависимости от велитаны растяжения, будут относиться 
к дитетрагонально-дипиралшдальному виду симметрии тетра¬ 
гональной сингонии, а именно будут иметь: Ь Рс, 

Деформация растялѵения по какого-нибудь типического 
тетрапараллелоэдра не изменит его симметрии, которая по 
прежнему останется дигексагонально-дипирамидального вида ; 
симметрии гексагональной гипосишюиии, т. е. будет иметь I 

6 7 рс. 

Подвергнув один из типических первичных параллелоэдров і 
кубического типа гомогенной деформации прямого растяже¬ 
ния по одной из трех осей получаем: 

1) из куба — ромбоэдр. 

2) из ромбического додекаэдра — комбинацию ромбоэдра 
и гексагональной призмы. 

3) из комбинации куба и октаэдра — комбинацию двух 
ромбоэдров и пипакоида. 

Все выведенные комбинации будут относиться к дигекса- 
гонально-скаленоэдрическому виду симметрии тригоналі>ной : 
гипосингонии т. е. будут иметь ЬІ 3 3 Р. 

Для вывода параллелоэдров ромбической сингонии, мы мо¬ 
жем воспользоваться растяжением, но какой-нибудь из двой¬ 
ных осей симметрии, любого параллелоэдра гексагональной 
сингонии. Получающиеся, таким путем, параллелоэдры ром¬ 
бической сингонии обладают симметрией Ъ Ъ Рс т. е. от¬ 
носятся к ромбо-дипирамидальному виду симметрии. 

Для вывода параллелоэдра моноклинной сингонии доста¬ 
точно применить сдвиг к полученному параллелоэдру ромби¬ 
ческой сингонии, причем направление такого сдвига должно 
быть перпендикулярно к одной из трех параллелоэдра. 







Комплексиальная симметрия 


131 


а плоскость сдвига — параллельна той же самой двойной оси 
симметрии. Полученные параллелоэдры будут иметь Рс, 
т. е. относятся к ромбо-призматическому виду симметрии мо¬ 
ноклинной сингонии. 

Для вывода параллелоэдров трикжнной сингонии из па- 
раллелоэдров монокжнной сингонии применяется триклинный 
сдвиг. Плоскость этого сдвига перпендикулярна плоскости 
симметрии деформируемого параллелоэдра моноклинной син- 
гонии, а направление сдвига может быть совершенно про¬ 
извольным. Так как положение плоскости триктнного сдвига 
обусловлено только ее перпендикулярностью к плоскости 
симметрии моноклинного параллелоэдра, а таких плоскостей 
может быть бесконечное множество, то ясно, что плоскость 
триклинного сдвига не имеет какого-нибудь заранее опреде¬ 
ленного положения, причем это положение может быть ирра¬ 
циональным, что обыкновенно и наблюдается. 

Выведенные таким путем параллелоэдры трикіинной син- 
гонии. будут обладать только одним элементом симметрии, а 
именно центром обратного равенства и будут представляті) 
собою комбинацию трех, четырех, шести и.тш семи пинакоидов. 

13. КОМПЛЕКСИАЛЬНАЯ СИММЕТРИЯ* 

Так как после некоторой гомогенной деформации данного 
многогранника, количество его граней и ребер остается тем 
же самым, каким оно было до его деформации, и всякий много¬ 
угольник грани остается многоугольником с тем же числом 
сторон, то все выведенные комбинации будут представлять 
собою параллелоэдры с тем же количеством пар граней, ка¬ 
кое они имели и в типическом виде, причем все четырех¬ 
угольные грани останутся четырехугольными и после дефор¬ 
мации, а шестиугольные грани — также останутся шестиуголь¬ 
никами с парами равных и параллельных сторон. 

Мы уже видели, что симметрия основной ячейки про¬ 
странственной решетки одинакова с симметрией того типи¬ 
ческого первичного параллелоэдра, которым характеризуется 
данная пространственная реіііетка. Кроме того, каждая про¬ 
странственная реінетка может быть вполне определена не- 

9 ^ 
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которым элементарным параллелепипедом. Но мы знаем, па 
основании свойств фигур, подвергнутых гомогенным дефор¬ 
мациям, что всякий ііараллелениііед сдвигами и растялсе- 
ниями можно превратить в любой данный. 

Из этого мы заключаем, что при помоищ гомогенных де- 
фо])маций, мы зіожем .іюбой кристаллический комплекс пре¬ 
вратить в данный, так как ка;кдый кристалл характери.зуется 
определенной пространственной решеткой. Такие превра¬ 
щения пространственных решеток мы можем осуществить 
также при помощи гомогенных дефоі)мадий, аналогичных 
тем, которые мы применят для вывода паралле.іоэдров 
более низкой симметрии из параллелоэдров более высокой 
симметрии, причем симметрия кристаллического коі^шлекса 
будет той же самой, как и симметрия характеризующего 
данный когалекс нервичного ііара.оелоэдра. 

Таким образом, мы моліем разжчать следующие 7 видов 
комнлексиальной симметрии: 

1) Дитриоктаэдрический вид симмет^ши гексаэдрической 

сингонии с тремя видами структуры куби¬ 

ческого типа, а именно: гексаэдрическим, додекаэдрическизг 
и октаэдрическим. 

2) Дигексагонально-диБирамидальный вид симметрии гекса¬ 
гональной гипосингонии Рс с одним призматическим 

видом структуры гипогексагонального типа. 

3) Дитригонально - скаленоэдрический вид симмет|)ии 
ЬІЪѴ^ЪР тішгоналі^ной гипосингонии со всеми возмолшыми 
видами стізуктуры. 

4) Дитетрагоиально - дипирамидальный ііид симметі)ии 
Р^^Р^ЪРс тетрагональной сингонии с тремя видами струк¬ 
туры кубического типа. 

5) Ромбо-дипиі)амидальный вид симметрии За^ЗРс ром¬ 
бической сингонии со всеми четырьмя видами сті)уктуры. 

6) Ромбо-призматический вид симметрии Ѵ^Ре монок.іин- 
ной сингонии тоже с четырьмя видами структуры. 

7) Пинакоидальный вид симметізии с триклинной сишю- 
нии, для которого возмолѵпы все четыре вида структуры. 
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